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课程内容

HY,	2023

Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知



最高频元素寻找问题

CM Sketch!"



最高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A，如何寻找出现次数超过n/2的元素？

最⾼频元素寻找问题（Finding the Majority Element）

应⽤举例：

Ø 统计获得选票过半的候选⼈



最高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A，如何寻找出现次数超过n/2的元素？

最⾼频元素寻找问题（Finding the Majority Element）

⽅法⼀：依次查看每个元素并对每个元素计数

伪代码取⾃Baeldung <Find the Majority Element of an Array>

空间复杂度( )



最高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A，如何寻找出现次数超过n/2的元素？

最⾼频元素寻找问题（Finding the Majority Element）

⽅法⼆：对数组A排序再检查中值（满⾜出现次数超过n/2条件的最⾼频元素⼀定是中值）

伪代码取⾃Baeldung <Find the Majority Element of an Array>

排序的最低时间复杂度( ) log )



最高频元素寻找问题

HY,	2023

⽅法三：Boyer-Moore算法

伪代码取⾃Baeldung <Find the Majority Element of an Array>

k：当前猜测的最⾼频元素（出现次数超过n/2的元素）

c：每检查⼀个元素，该值+1或-1



最高频元素寻找问题

HY,	2023

⽅法三：Boyer-Moore算法

伪代码取⾃Baeldung <Find the Majority Element of an Array>

k：当前猜测的最⾼频元素（出现次数超过n/2的元素）

c：每检查⼀个元素，该值+1或-1

如果已知数组A⼀定包含⼀个最⾼频元素，则k即该元素（不⽤执⾏后续命令，即只需扫⼀遍数组）



最高频元素寻找问题

HY,	2023

⽅法三：Boyer-Moore算法

图例修改⾃DataGenetics < Heavy Hitters Algorithm >

k：当前猜测的最⾼频元素（出现次数超过n/2的元素）

c：每检查⼀个元素，该值+1或-1



最高频元素寻找问题

HY,	2023

⽅法三：Boyer-Moore算法

k：当前猜测的最⾼频元素（出现次数超过n/2的元素）

c：每检查⼀个元素，该值+1或-1

时间复杂度( ) ：优于⽅法⼆（排序）
空间复杂度 ( 1 ：即不随n变化，优于⽅法⼀（计数）



最高频元素寻找问题

HY,	2023

如何证明若存在最⾼频元素，最后的candidate⼀定是该最⾼频元素？



最高频元素寻找问题

HY,	2023

如何证明若存在最⾼频元素，最后的candidate⼀定是该最⾼频元素？

如何证明最后⼀次count=0出现前的信息不影响对最⾼频元素的判断？



最高频元素寻找问题

HY,	2023

如何证明若存在最⾼频元素，最后的candidate⼀定是该最⾼频元素？

如何证明最后⼀次count=0出现前的信息不影响对最⾼频元素的判断？

关键步骤：证明如果数组存在最⾼频元素，那么从数组中拿掉两个不⼀样的元素，剩余

元素中的最⾼频元素不变



高频元素寻找问题

CM Sketch!"



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A，如何寻找出现次数超过n/2的元素？

最⾼频元素寻找问题（Finding the Majority Element）

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

当( = 2 − +（+为极⼩正数）时，⾼频元素寻找问题即变为最⾼频元素寻找问题



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

应⽤举例：

Ø 电商平台统计历史上（如过去⼀天内）⽤户浏览频繁的商品

Ø 搜索引擎统计历史上（如过去⼀天内）⽤户搜索频繁的内容

Ø 交换机统计历史上流量⼤的TCP流

Ø ...



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

根据解决“最⾼频元素寻找问题”的⽅法，最直接的求解⽅法是：

依次查看每个元素并对每个元素计数，找出⾼频元素



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

根据解决“最⾼频元素寻找问题”的⽅法，最直接的求解⽅法是：

依次查看每个元素并对每个元素计数，找出⾼频元素

空间复杂度( ) ，当n很⼤（107～109，如电商平台浏览商品总数），需占⽤⼤量存储空间

在电商平台⾼频商品寻找、搜索引擎⾼频内容判断等应⽤中，经常需要实时、在线解决问题



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

数据流任务要求在消耗较少的存储资源且仅浏览数据⼀遍的约束下解决“⾼频元素寻找问题”

图⽚取⾃S. Raskhodnikova and A. Smith <Scalable, Private Algorithms for Continual Data Analysis >

2

6

8

不能回看



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

在仅浏览数据⼀遍的约束下，不存在任何算法可以在保证次线性空间复杂度的
同时解决⾼频元素寻找问题。

不可能定理（Impossibility Result）



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

在仅浏览数据⼀遍的约束下，不存在任何算法可以在保证次线性空间复杂度的
同时解决⾼频元素寻找问题。

不可能定理（Impossibility Result）

次线性复杂度（sublinear complexity）：( )
注意是⼩写o不是⼤写O



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

在仅浏览数据⼀遍的约束下，不存在任何算法可以在保证次线性空间复杂度的
同时解决⾼频元素寻找问题。

不可能定理（Impossibility Result）

次线性复杂度（sublinear complexity）：( )

图⽚取⾃Wikipedia <Big O notation>⽐如*log )、* )满⾜次线性复杂度的要求；*)不满⾜



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

在仅浏览数据⼀遍的约束下，不存在任何算法可以在保证次线性空间复杂度的
同时解决⾼频元素寻找问题。

不可能定理（Impossibility Result）

如何证明？



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

在仅浏览数据⼀遍的约束下，不存在任何算法可以在保证次线性空间复杂度的
同时解决⾼频元素寻找问题。

不可能定理（Impossibility Result）

证明的⼤致思路（⾮严格证明）：考虑k=n/2的情况

当数组的n个元素满⾜：

除⾮完整存储集合S的信息，否则不能判断y是否是⾼频元素

存储集合S信息所需空间随n线性增长（参考上⼀讲中的从属问题）



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

在仅浏览数据⼀遍的约束下，不存在任何算法可以在保证次线性空间复杂度的
同时解决⾼频元素寻找问题。

不可能定理（Impossibility Result）

如何以较⼩的存储空间解决⾼频元素寻找问题？



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A、数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于 (
)的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

如何以较⼩的存储空间解决⾼频元素寻找问题？

采⽤“以精确度换存储空间”的思想

给定长度为n的数组A、数值k、数值*，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于(

)的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于(
) − *,。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A、数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于 (
)的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

如何以较⼩的存储空间解决⾼频元素寻找问题？

采⽤“以精确度换存储空间”的思想

给定长度为n的数组A、数值k、数值*，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于(

)的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于(
) − *,。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）

“不漏掉⾼频元素”

“允许混⼊次⾼频元素”

求解该问题对于电商平台/搜索引擎等同样有重要的意义



高频元素寻找问题

HY,	2023

给定长度为n的数组A、数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于 (
)的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

如何以较⼩的存储空间解决⾼频元素寻找问题？

采⽤“以精确度换存储空间”的思想

给定长度为n的数组A、数值k、数值*，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于(

)的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于(
) − *,。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）

CM Sketch以⼤概率满⾜（2）

CM Sketch满⾜（1）



CM Sketch方法

CM Sketch!"



CM Sketch方法

HY,	2023

Graham Cormode Shan Muthukrishnan



CM Sketch方法

HY,	2023

已经得到⼴泛应⽤：

Ø AT&T将CM (Count-Min) Sketch⽤于交换机上的⽹络流量分析

Ø Google将CM Sketch⽤于其MapReduce系统

Ø ...



CM Sketch方法

HY,	2023

已经得到⼴泛应⽤：

Ø AT&T将CM (Count-Min) Sketch⽤于交换机上的⽹络流量分析

Ø Google将CM Sketch⽤于其MapReduce系统

Ø ...

设计思路与布隆过滤器有相似之处

0010010100100001000000100000010000100000

ℎ) 271 ℎ) 314

ℎ) 137ℎ) 166ℎ) 103

ℎ. 271

ℎ. 103ℎ. 137

ℎ. 314

ℎ. 166
布隆过滤器的思路：（1）利⽤哈希进⾏映射（2）采⽤多个哈希函数提⾼准确率

区别：⾼频元素问题涉及到对元素出现频次的统计（整数），⽽⾮存在性的判断（0/1）



CM Sketch方法

HY,	2023

假设采⽤(个哈希函数，每个哈希函数将依次输⼊的)个元素分别映射到 0,1, … , , − 1
准备⼀个(×,⼤⼩的全零数组（⽐如( = 4，, = 40，) = 101）

0000000000000000000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000000000000

(

,
不同于布隆过滤器：此处为每个哈希函数分别准备⼀个数组

* 在介绍布隆过滤器时，所采取符号不同：2个哈希函数，数组长为3



对每⼀个元素! ∈ A：（1）计算ℎ% ! , ℎ' ! ,… , ℎ) ! ；（2）对数组相应的*个位置分别加1

CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000000000000000000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000000000000

*

1

CMS 1 ℎ% ! ← CMS 1 ℎ% ! + 1，...，CMS * ℎ) ! ← CMS * ℎ) ! + 1



对每⼀个元素! ∈ A：（1）计算ℎ% ! , ℎ' ! ,… , ℎ) ! ；（2）对数组相应的*个位置分别加1

CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000100000000000000000000000000000000000

0000001000000000000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000010000000

0000000000000010000000000000000000000000

*

1

CMS 1 ℎ% ! ← CMS 1 ℎ% ! + 1，...，CMS * ℎ) ! ← CMS * ℎ) ! + 1



对每⼀个元素! ∈ A：（1）计算ℎ% ! , ℎ' ! ,… , ℎ) ! ；（2）对数组相应的*个位置分别加1

CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000100000000000000000001000000000000000

0000001000000100000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000010001000

0000000000000020000000000000000000000000

*

1

CMS 1 ℎ% ! ← CMS 1 ℎ% ! + 1，...，CMS * ℎ) ! ← CMS * ℎ) ! + 1



对每⼀个元素! ∈ A：（1）计算ℎ% ! , ℎ' ! ,… , ℎ) ! ；（2）对数组相应的*个位置分别加1

CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000200000000000000000001000000000000000

0000002000000100000000000000000000000000

0000000000000000000000000000000020001000

0000000000000030000000000000000000000000

*

1

CMS 1 ℎ% ! ← CMS 1 ℎ% ! + 1，...，CMS * ℎ) ! ← CMS * ℎ) ! + 1



对每⼀个元素! ∈ A：（1）计算ℎ% ! , ℎ' ! ,… , ℎ) ! ；（2）对数组相应的*个位置分别加1

CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000300000000000000000001000000000000000

0000002000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000020001000

0000000000000040000000000000000000000000

*

1

CMS 1 ℎ% ! ← CMS 1 ℎ% ! + 1，...，CMS * ℎ) ! ← CMS * ℎ) ! + 1



对每⼀个元素! ∈ A：（1）计算ℎ% ! , ℎ' ! ,… , ℎ) ! ；（2）对数组相应的*个位置分别加1

CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

*

1

CMS 1 ℎ% ! ← CMS 1 ℎ% ! + 1，...，CMS * ℎ) ! ← CMS * ℎ) ! + 1



CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

(

)
如何利⽤CMS数组判断任⼀元素*在数组A中的出现次数？



CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

(

)
如何利⽤CMS数组判断任⼀元素*在数组A中的出现次数？

（1）计算ℎ, * , ℎ- * ,… , ℎ/ * ；
（2）读取CMS 1 ℎ, * ，...，CMS ( ℎ/ *
（3）?



CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

(

)
如何利⽤CMS数组判断任⼀元素*在数组A中的出现次数？

（1）计算ℎ, * , ℎ- * ,… , ℎ/ * ；
（2）读取CMS 1 ℎ, * ，...，CMS ( ℎ/ *
（3）min7 CMS 8 ℎ7 *
* = 2时？



CM Sketch方法

HY,	2023

例：数组A为 [2, 6, 2, 5, 2, ...]

0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

(

)
如何利⽤CMS数组判断任⼀元素*在数组A中的出现次数？

（1）计算ℎ, * , ℎ- * ,… , ℎ/ * ；
（2）读取CMS 1 ℎ, * ，...，CMS ( ℎ/ *
（3）min7 CMS 8 ℎ7 *
* = 2时？* = 6时？

记元素*的实际出现次数为;<
有min7 CMS 8 ℎ7 * ≥ ;<

CM Sketch⽅法⽤min7 CMS 8 ℎ7 * 近似;<



CM Sketch方法

HY,	2023

0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

(

)

CM Sketch⽅法⽤min- CMS 1 ℎ- 3 近似45

当)增⼤时？当(增⼤时？该近似⽅法的精确度如何变化？



CM Sketch方法的精度分析

CM Sketch!"



CM Sketch方法

HY,	2023

分析在给定(与)值下，min- CMS 1 ℎ- 3 与45的近似程度

先分析单个哈希函数（第1个哈希函数）下 CMS 1 ℎ- 3 与 45的近似程度



CM Sketch方法

HY,	2023

分析在给定(与)值下，min- CMS 1 ℎ- 3 与45的近似程度

先分析单个哈希函数（第1个哈希函数）下 CMS 1 ℎ- 3 与 45的近似程度

0010006010200210001500002020043050050040CMS数组第1⾏

)

数组A有n个元素

CMS 1 ℎ- 3 = 45 + 8
9∈;:9=5,>? 9 @>? 5

49

随机值的期望的上界？



CM Sketch方法

HY,	2023

分析在给定(与)值下，min
-
CMS 1 ℎ- 3 与45的近似程度

先分析单个哈希函数（第1个哈希函数）下 CMS 1 ℎ- 3 与 45的近似程度

0010006010200210001500002020043050050040CMS数组第1⾏

)

数组A有n个元素

CMS 1 ℎ- 3 = 45 + 8
9∈;:9=5,>? 9 @>? 5

49

A 8
9∈;:9=5,>? 9 @>? 5

49 = A 8
9∈;:9=5

B >? 9 @>? 5 49 = 8
9∈;:9=5

Pr ℎ- E = ℎ- 3 49

= 8
9∈;:9=5

1

)
49 =

1

)
8

9∈;:9=5

49 ≤
H

) * 3不⼀定属于数组A

对哈希值是否冲突求期望



CM Sketch方法
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分析在给定(与)值下，min- CMS 1 ℎ- 3 与45的近似程度

先分析单个哈希函数（第1个哈希函数）下 CMS 1 ℎ- 3 与 45的近似程度

0010006010200210001500002020043050050040CMS数组第1⾏

)

数组A有n个元素

6 CMS 1 ℎ- 3 − 45 ≤ 9
)

估测值 真实值
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分析在给定(与)值下，min- CMS 1 ℎ- 3 与45的近似程度

先分析单个哈希函数（第1个哈希函数）下 CMS 1 ℎ- 3 与 45的近似程度

0010006010200210001500002020043050050040CMS数组第1⾏

)

数组A有n个元素

6 CMS 1 ℎ- 3 − 45 ≤ 9
)

估测值 真实值

这是对于估测误差的期望的分析，如何分析估测误差过⼤的概率



CM Sketch方法

HY,	2023

若(是⼀个⾮负随机变量且) ( ≠ 0，对任何常数+ > 0，有 Pr ( ≥ +) ( ≤ 1
2 .

马尔可夫不等式（Markov’s Inequality）

例如已知抽奖的平均奖⾦是10元，问抽到的奖⾦⼤于20元的概率与0.5的关系？

答案：Pr 奖⾦ ≥ 20 ≤ 1
4 即+ = 2的特例
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若(是⼀个⾮负随机变量且) ( ≠ 0，对任何常数+ > 0，有 Pr ( ≥ +) ( ≤ 1
2 .

马尔可夫不等式（Markov’s Inequality）

) ( = Pr ( ≥ +) ( ) (|( ≥ +) ( + Pr ( < +) ( ) (|( < +) (

因为(⾮负，有Pr ( < +) ( ) (|( < +) ( ≥ 0，即) ( ≥ Pr ( ≥ +) ( ) (|( ≥ +) (

又因为) (|( ≥ +) ( ≥ +) ( ，
有) ( ≥ Pr ( ≥ +) ( ) (|( ≥ +) ( ≥ Pr ( ≥ +) ( +) (
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若(是⼀个⾮负随机变量且) ( ≠ 0，对任何常数+ > 0，有 Pr ( ≥ +) ( ≤ 1
2 .

马尔可夫不等式（Markov’s Inequality）

) CMS 7 ℎ9 : − <= ≤ >
?估测值 真实值

分析在给定数值@下 Pr CMS 7 ℎ9 : − <= ≥ @>

给定长度为n的数组A、数值k、数值@，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于A

B的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于A
B − @>。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）
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若(是⼀个⾮负随机变量且) ( ≠ 0，对任何常数+ > 0，有 Pr ( ≥ +) ( ≤ 1
2 .

马尔可夫不等式（Markov’s Inequality）

) CMS 7 ℎ9 : − <= ≤ >
?估测值 真实值

分析在给定数值@下 Pr CMS 7 ℎ9 : − <= ≥ @>

令+ AB = @>，即+ = @?
因为CMS 7 ℎ9 : − <=是⾮负数，有

Pr CMS 7 ℎ9 : − <= ≥ @?) CMS 7 ℎ9 : − <= ≤ 1
@?

Pr CMS 7 ℎ9 : − <= ≥ @? AB ≤ Pr CMS 7 ℎ9 : − <= ≥ @?) CMS 7 ℎ9 : − <= ≤ 1
EB

即得到 Pr CMS 7 ℎ9 : − <= ≥ @> ≤ 1
EB
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Pr CMS - ℎ/ 0 − 23 ≥ 56 ≤ 8
9:

给定长度为n的数组A、数值k、数值5，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于;

<的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于;
< − 56。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）
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这仅是第(个哈希函数下 CMS ( ℎ- . 与 /0 的近似程度

CM Sketch⽅法⽤min- CMS ( ℎ- . 近似/0 需要分析 Pr min- CMS ( ℎ- . − /0 ≥ 89

Pr CMS ( ℎ- . − /0 ≥ 89 ≤ ;
<=

给定长度为n的数组A、数值k、数值8，如何输出⼀列元素并满⾜：

（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于
>
?的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于
>
? − 89。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）
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由Pr CMS - ℎ/ 0 ≥ 23 + 56 ≤ 8
9:可得

Pr min/ CMS - ℎ/ 0 ≥ 23 + 56 =?
/
Pr CMS - ℎ/ 0 ≥ 23 + 56 ≤ 1

2A
B

独⽴事件（要求C个哈希函数是独⽴的）

给定长度为n的数组A、数值k、数值2，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于D

E的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于D
E − 23。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）
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Pr min
-
CMS 1 ℎ- 3 ≥ 56 + 89 ≤ ;

<=

>
⇒ Pr min

-
CMS 1 ℎ- 3 < 56 + 89 ≥ 1 − ;

<=

>

给定长度为n的数组A、数值k、数值5，如何输出⼀列元素并满⾜：

（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于C
D
的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于C
D
− 56。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）

检查要求⼀：对于在数组A中出现次数⼤于等于C
D的元素3，min- CMS 1 ℎ- 3 ≥ C

D，即不会遗漏

检查要求⼆：对于满⾜min
-
CMS 1 ℎ- 3 ≥ C

D的元素3，

Pr 89 >
6
F − 56 = Pr

6
F − 89 < 56 ≥ Pr min

-
CMS 1 ℎ- 3 − 89 < 56 ≥ 1 −

1
5H

>

以⼤概率满⾜要求⼆
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给定长度为n的数组A、数值k、数值(，如何输出⼀列元素并满⾜：

（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于
)
*的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于
)
* − (,。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）

CM Sketch⽅法完全满⾜要求⼀，以⾄少1 − .
/0

1
的概率满⾜要求⼆

例如，要求( = 0.01，并且以0.99的概率满⾜条件⼆，那么应该如何选取CMS⼤⼩（4和5）？
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给定长度为n的数组A、数值k、数值(，如何输出⼀列元素并满⾜：

（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于
)
*的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于
)
* − (,。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）

CM Sketch⽅法完全满⾜要求⼀，以⾄少1 − .
/0

1
的概率满⾜要求⼆

例如，要求( = 0.01，并且以0.99的概率满⾜条件⼆，那么应该如何选取CMS⼤⼩（4和5）？

1
0.01 4

1
= 0.01

可以取4 = 200，5 = 6.644。即7个哈希函数、每个函数映射到 0,1, … , 199 即可以达到要求

整个CMS数组占⽤存储空间⼤⼩为1400个单位

,可以为104, 108, 1012, ... 占⽤空间⼤⼩不受数组A的规模,影响！
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⾯对数据流，如何输出满⾜要求的元素？

不能等数组A完全输⼊、得到完整的CMS后，再依次检查数组A中的元素空间复杂度((*)

给定长度为n的数组A、数值k、数值,，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于-

.的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于-
. − ,*。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）

2

6

8

不能回看
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⾯对数据流，如何输出满⾜要求的元素？

数组A元素依次输⼊、CMS实时更新、若当前输⼊的元素(对应的min, CMS 0 ℎ, ( ≥ 3
4则输出(

给定长度为n的数组A、数值k、数值5，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于3

4的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于3
4 − 57。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）

2

6

8

不能回看
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⾯对数据流，如何输出满⾜要求的元素？

数组A元素依次输⼊、CMS实时更新、若当前输⼊的元素(对应的min, CMS 0 ℎ, ( ≥ 3
4则输出(

给定长度为n的数组A、数值k、数值5，如何输出⼀列元素并满⾜：
（1）该列元素包含了所有在数组A中出现次数⼤于等于3

4的元素；

（2）该列的所有元素在数组A中出现次数⼤于3
4 − 57。

近似⾼频元素寻找问题（Approximate Heavy Hitters Problem）

如果7事先未知怎么办？如⽆法预知当天⽤户浏览总量

2

6

8

不能回看
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0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

2

6

8
如果*事先未知怎么办？如⽆法预知当天⽤户浏览总量

第⼀步（判断当前输⼊元素+），若+满⾜min/ CMS 3 ℎ/ + ≥ 6
7

（1）如果+已经存在堆中，删去堆中原有+，插⼊新的+（值为当前的min/ CMS 3 ℎ/ + ）

（2）如果+不在堆中，插⼊+，其值记为当前的min/ CMS 3 ℎ/ +

设已输8个元素，⽤堆记录潜在近似⾼频元素

不能回看
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0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

如果(事先未知怎么办？如⽆法预知当天⽤户浏览总量

第⼆步（删去堆中当前)值下的低频元素），若堆中已有的元素存在记录值⼩于*
+的情况：

删去相应元素

设已输)个元素，⽤堆记录潜在近似⾼频元素

2

6

8

不能回看
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0000400000000000000000001000000000000000

0000003000000200000000000000000000000000

0000000000000000000000000100000030001000

0000000000000050000000000000000000000000

2

6

8
如果*事先未知怎么办？如⽆法预知当天⽤户浏览总量

第⼀步（判断当前输⼊元素+）
第⼆步（删去堆中当前,值下的低频元素）

当所有*个元素输⼊完，将堆中存储的元素输出

设已输,个元素，⽤堆记录潜在近似⾼频元素

2

6

8

不能回看
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CM Sketch的方法、分析及应用
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最高频元素寻找问题、（近似）高频元素寻找问题
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