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课程内容

HY,	2023

Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知
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Ø 问题与随机化⽅法回顾

Ø 理解要点（takeaways）

o 当数据规模巨⼤时，看似简单的问题可能变得复杂，线性复杂度不可接受

o 随机化⽅法以较⼩的空间/时间复杂度近似解决问题，以精确度换空间/时间

o 可以⽤马尔可夫不等式、切⽐雪夫不等式等⼯具刻画⽅法达到性能的上下界

分布式缓存 一致性哈希

从属判断 布隆过滤器

高频元素寻找 CM Sketch方法
不同元素统计 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 JL转换
Jaccard相似度下的搜索 局部敏感哈希

随机化⽅法
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Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知



主成分分析的背景

!"##$
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背景

Ø 与JL转换类似，主成分分析（Principal Component Analysis）也是⼀种数据降维的⽅法

Ø JL转换：在降维过程中保护数据间的欧⼏⾥得距离

Ø 主成分分析：增强降维后数据的可解释性

主成分分析是⼀种主要的数据降维⽅式
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背景

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

可将每⾏记为⼀个四维向量，能否对这四个四维向量降维并做数据可视化？可否更好地解释四

个数据之间的区别？

例⼦修改⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> 



HY,	2023

背景

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

可将每⾏记为⼀个四维向量，能否对这四个四维向量降维并做数据可视化？可否更好地解释四

个数据之间的区别？

令() = 5.5,4.5,5,5.5 , ./ = 3,−3,−3,3 , .1 = 1,−1,1, −1 ，可以将任⼀⾏对应的向量近似成：
() + 45./ + 46.1

其中，张三的数据对应 45, 46 = 1,1 ，即() + ./ + .1 = 9.5,0.5,3,7.5
李四的数据对应 45, 46 = 1,−1 ，即() + ./ − .1 = 7.5,2.5,1,9.5
王五的数据对应 45, 46 = −1,−1 ，赵六的数据对应 45, 46 = −1,1
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背景

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

可将每⾏记为⼀个四维向量，能否对这四个四维向量降维并做数据可视化？可否更好地解释四

个数据之间的区别？

令() = 5.5,4.5,5,5.5 , ./ = 3,−3,−3,3 , .1 = 1,−1,1, −1 ，可以将任⼀⾏对应的向量近似成：
() + 45./ + 46.1

其中，张三的数据对应 45, 46 = 1,1 ，即() + ./ + .1 = 9.5,0.5,3,7.5
李四的数据对应 45, 46 = 1,−1 ，即() + ./ − .1 = 7.5,2.5,1,9.5
王五的数据对应 45, 46 = −1,−1 ，赵六的数据对应 45, 46 = −1,1

可⽤⼆维向量 45, 46 近似表⽰四个数据
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背景

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

令() = 5.5,4.5,5,5.5 , ./ = 3,−3,−3,3 , .1 = 1,−1,1, −1 ，可以将任⼀⾏对应的向量近似成：
() + 45./ + 46.1

45

46

张三

李四王五

赵六

四个四维数据 四个⼆维数据降维
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背景

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

令() = 5.5,4.5,5,5.5 , ./ = 3,−3,−3,3 , .1 = 1,−1,1, −1 ，可以将任⼀⾏对应的向量近似成：
() + 45./ + 46.1

45

46

张三

李四王五

赵六

四个四维数据 四个⼆维数据降维

降维的作⽤：

⼀、⽅便对数据进⾏可视化（若有更多⼈的数据，可以看到有哪些类、哪些⼈之间更相似）
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背景

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

令() = 5.5,4.5,5,5.5 , ./ = 3,−3,−3,3 , .1 = 1,−1,1, −1 ，可以将任⼀⾏对应的向量近似成：
() + 45./ + 46.1

45

46

张三

李四王五

赵六

四个四维数据 四个⼆维数据降维

降维的作⽤：

⼀、⽅便对数据进⾏可视化（若有更多⼈的数据，可以看到有哪些类、哪些⼈之间更相似）

⼆、通过解释./, .1，解释数据（如./对应是否喜欢吃素、 .1对应是否注重健康，⽽这些⼈
在是否吃素⽅⾯的差异⽐在是否注重健康⽅⾯的差异更⼤）
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背景

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

令() = 5.5,4.5,5,5.5 , ./ = 3,−3,−3,3 , .1 = 1,−1,1, −1 ，可以将任⼀⾏对应的向量近似成：
() + 45./ + 46.1

45

46

张三

李四王五

赵六

四个四维数据 四个⼆维数据降维

（标准化后的）./和.1可称为数据的“主成分”，主成分分析关注如何由数据找到() + 45./ + 46.1
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背景

主成分分析：给定(个)维向量*+,… , *- ∈ ℝ0，分别将它们近似为1个)维向量2+,… , 23 ∈ ℝ0的
线性组合，即 *4 ≈ ∑78+3 947 27, : = 1,… ,(。
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背景

主成分分析：给定(个)维向量*+,… , *- ∈ ℝ0，分别将它们近似为1个)维向量2+,… , 23 ∈ ℝ0的
线性组合，即 *4 ≈ ∑78+3 947 27, : = 1,… ,(。

在前例中，是将*+, *=, *>, *?近似为@* + 94+2B + 94=2C : = 1,… ,( 的形式

由于@* = +
? *+ + *= + *> + *? ，可等价于将*+ − @*, *= − @*, *> − @*, *? − @*近似为94+2B + 94=2C形式

令@* = 5.5,4.5,5,5.5 , 2B = 3,−3,−3,3 , 2C = 1,−1,1, −1 ，可以将任⼀⾏对应的向量近似成：
@* + 9+2B + 9=2C
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背景

主成分分析：给定(个)维向量*+,… , *- ∈ ℝ0，分别将它们近似为1个)维向量2+,… , 23 ∈ ℝ0的
线性组合，即 *4 ≈ ∑78+3 947 27, : = 1,… ,(。

如何把列向量*4写成矩阵与向量的乘积形式？
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背景

主成分分析：给定(个)维向量*+,… , *- ∈ ℝ0，分别将它们近似为1个)维向量2+,… , 23 ∈ ℝ0的
线性组合，即 *4 ≈ ∑78+3 947 27, : = 1,… ,(。

)×1向量 *4

≈

)×1矩阵 >

1×1向量 ?4

= + +

2+ 2@ 2A

标量94+ 标量94@ 标量94A

若1 = 3
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背景

主成分分析：给定(个)维向量*+,… , *- ∈ ℝ0，分别将它们近似为1个)维向量2+,… , 23 ∈ ℝ0的
线性组合，即 *4 ≈ ∑78+3 947 27, : = 1,… ,(。

)×1向量 *4

≈

)×1矩阵 >

1×1向量 ?4

= + +

2+ 2@ 2A

降维结果

对(个数据都是⼀样

标量94+ 标量94@ 标量94A
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背景

主成分分析：给定(个)维向量*+,… , *- ∈ ℝ0，分别将它们近似为1个)维向量2+,… , 23 ∈ ℝ0的
线性组合，即 *4 ≈ ∑78+3 947 27, : = 1,… ,(。

)×1向量 *4

≈

)×1矩阵 >

1×1向量 ?4

= + +

2+ 2@ 2A

降维结果

对(个数据都是⼀样

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

此例中，( = 4, ) = 4, 1 = 2

标量94+ 标量94@ 标量94A
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PCA与JL转换对⽐

主成分分析（PCA）

向量 ()

≈

矩阵 *

向量 +)

降维结果

向量 ()

=

降维结果

JL转换

向量 ,()矩阵 -
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PCA与JL转换对⽐

主成分分析（PCA）

向量 ()

≈

矩阵 *

向量 +)

降维结果

矩阵 ,

向量 ()

=

降维结果

JL转换

向量 -()

1. 降维后可能⽆法保持原数据间的欧⽒距离

2. 矩阵*与数据有关，根据数据得到*从⽽解释数据
3. 矩阵*的.个列向量对应的坐标⼀般有意义
4. 可能降⾄. = 1或. = 2依然得到有意义的结果

1. 降维后保持原数据间的欧⽒距离

2. 矩阵,与数据⽆关，是随机⽣成（每次转换结果可能不同）
3. 矩阵,的⾏向量对应的坐标⼀般⽆意义
4. 根据JL引理，降维后的维度有下限要求（否则不能保证低失真）
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PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

()

(*
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PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

即( = 1，有+, ≈ ∑/012 3,/ 4/ = 3,4 51

56
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PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

即( = 1，有+, ≈ ∑/012 3,/ 4/ = 3,4 51

56
4
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PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

即( = 1，有+, ≈ ∑/012 3,/ 4/ = 3,4 51

56
4

+, = 5,1, 5,6

3,4
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PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

即( = 1，有+, ≈ ∑/012 3,/ 4/ = 3,4 51

56
4

+, = 5,1, 5,6

3,4

向量4需要满⾜：最⼩化各个点（原数据）到4的垂直距离的平⽅和 不希望+,与3,4欧式距离过⼤
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PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

即( = 1，有+, ≈ ∑/012 3,/ 4/ = 3,4 51

56
4

+, = 5,1, 5,6

3,4

向量4需要满⾜：最⼩化各个点（原数据）到4的垂直距离的平⽅和 不希望+,与3,4欧式距离过⼤

5

7（标签）

若采集到五个商品房的⾯积5与售价7的数据
希望⽤直线7 = 85近似未知函数9: 5 → 7
使得85,接近于 7,

（属于机器学习中的监督学习）
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PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

即( = 1，有+, ≈ ∑/012 3,/ 4/ = 3,4 51

56
4

+, = 5,1, 5,6

3,4

向量4需要满⾜：最⼩化各个点（原数据）到4的垂直距离的平⽅和 不希望+,与3,4欧式距离过⼤

5

7（标签）

若采集到五个商品房的⾯积5与售价7的数据
希望⽤直线7 = 85近似未知函数9: 5 → 7
使得85,接近于 7,

（属于机器学习中的监督学习）
7 = 85



HY,	2023

PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

即( = 1，有+, ≈ ∑/012 3,/ 4/ = 3,4 51

56
4

+, = 5,1, 5,6

3,4

向量4需要满⾜：最⼩化各个点（原数据）到4的垂直距离的平⽅和 不希望+,与3,4欧式距离过⼤

5

7（标签）

若采集到五个商品房的⾯积5与售价7的数据
希望⽤直线7 = 85近似未知函数9: 5 → 7
使得85,接近于 7,

（属于机器学习中的监督学习）
7 = 85

斜率8需要满⾜：最⼩化85,到7,的差的平⽅和
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PCA与线性回归对⽐

主成分分析（PCA）

线性回归

若要把若⼲个⼆维数据降维成⼀维数据

即( = 1，有+, ≈ ∑/012 3,/ 4/ = 3,4 51

56
4

+, = 5,1, 5,6

3,4

向量4需要满⾜：最⼩化各个点（原数据）到4的垂直距离的平⽅和 不希望+,与3,4欧式距离过⼤

5

7（标签）

若采集到五个商品房的⾯积5与售价7的数据
希望⽤直线7 = 85近似未知函数9: 5 → 7
使得85,接近于 7,

（属于机器学习中的监督学习）
7 = 85

斜率8需要满⾜：最⼩化85,到7,的差的平⽅和

测试数据



主成分分析问题定义

!"##$
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数据预处理

⼀、将所有数据“平移”，令数据的中点为原点

回顾前例，令() = 5.5,4.5,5,5.5 , ./ = 3,−3,−3,3 , .1 = 1,−1,1, −1 ，
可以将)3, )4, )5, )6近似为() + 893./ + 894.1的形式，

由于() = 3
6 )3 + )4 + )5 + )6 ，等价于将)3 − (), )4 − (), )5 − (), )6 − ()近似为893./ + 894.1形式
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数据预处理

⼀、将所有数据“平移”，令数据的中点为原点

回顾前例，令() = 5.5,4.5,5,5.5 , ./ = 3,−3,−3,3 , .1 = 1,−1,1, −1 ，
可以将)3, )4, )5, )6近似为() + 893./ + 894.1的形式，

由于() = 3
6 )3 + )4 + )5 + )6 ，等价于将)3 − (), )4 − (), )5 − (), )6 − ()近似为893./ + 894.1形式

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7
李四 7 2 1 10
王五 2 9 7 3
赵六 3 6 10 2

平移

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 4.5 -3.5 -3 1.5
李四 1.5 -2.5 -4 4.5
王五 -3.5 4.5 2 -2.5
赵六 -2.5 1.5 5 -3.5

每⾏数据减去() = 5.5,4.5,5,5.5
每个维度下所有数据之和为0
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数据预处理

⼀、将所有数据“平移”，令数据的中点为原点

计算() = +
, )+ + ⋯+ ), ，为每个数据)/计算0)/ = )/ − ()，然后对0)+,… , 0),做降维

即有0)/ ≈ ∑56+7 8/5 95以及)/ ≈ () + ∑56+7 8/5 95
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数据预处理

⼀、将所有数据“平移”，令数据的中点为原点

⼆、对数据的各维度缩放，减⼩各维度对应的数字量级不同带来的影响

⾝⾼ 体重 年龄

张三 170 65 32
李四 180 70 25
王五 185 80 28
赵六 165 55 35

⾝⾼ 体重 年龄

张三 1.7 65 32
李四 1.8 70 25
王五 1.85 80 28
赵六 1.65 55 35

平移

平移

张三 -5 -2.5 2
李四 5 2.5 -5
王五 10 12.5 -2
赵六 -10 -12.5 5

张三 -0.05 -2.5 2
李四 0.05 2.5 -5
王五 0.1 12.5 -2
赵六 -0.1 -12.5 5
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数据预处理

⼀、将所有数据“平移”，令数据的中点为原点

⼆、对数据的各维度缩放，减⼩各维度对应的数字量级不同带来的影响

⾝⾼ 体重 年龄

张三 170 65 32
李四 180 70 25
王五 185 80 28
赵六 165 55 35

⾝⾼ 体重 年龄

张三 1.7 65 32
李四 1.8 70 25
王五 1.85 80 28
赵六 1.65 55 35

平移

平移

张三 -5 -2.5 2
李四 5 2.5 -5
王五 10 12.5 -2
赵六 -10 -12.5 5

张三 -0.05 -2.5 2
李四 0.05 2.5 -5
王五 0.1 12.5 -2
赵六 -0.1 -12.5 5

PCA将最⼩化数据()*到∑,-./ 01, 2,的距离的平⽅和，若某维度的数字量级⼤、对距离的计算影响⼤
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数据预处理

⼀、将所有数据“平移”，令数据的中点为原点

⼆、对数据的各维度缩放，减⼩各维度对应的数字量级不同带来的影响

缩放

缩放

张三 -5 -2.5 2
李四 5 2.5 -5
王五 10 12.5 -2
赵六 -10 -12.5 5

张三 -0.05 -2.5 2
李四 0.05 2.5 -5
王五 0.1 12.5 -2
赵六 -0.1 -12.5 5

把数据()* = ,-*., … , ,-*0 缩放为 .
∑2345 ,6247

,-*., … , .
∑2345 ,6287

,-*0
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数据预处理

⼀、将所有数据“平移”，令数据的中点为原点

⼆、对数据的各维度缩放，减⼩各维度对应的数字量级不同带来的影响

缩放

缩放

张三 -5 -2.5 2
李四 5 2.5 -5
王五 10 12.5 -2
赵六 -10 -12.5 5

张三 -0.05 -2.5 2
李四 0.05 2.5 -5
王五 0.1 12.5 -2
赵六 -0.1 -12.5 5

把数据()* = ,-*., … , ,-*0 缩放为 .
∑2345 ,6247

,-*., … , .
∑2345 ,6287

,-*0

张三 -0.316 -0.139 0.263
李四 0.316 0.139 -0.657
王五 0.632 0.693 -0.263
赵六 -0.632 -0.693 0.657

张三 -0.316 -0.139 0.263
李四 0.316 0.139 -0.657
王五 0.632 0.693 -0.263
赵六 -0.632 -0.693 0.657
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？⽬标函数怎么定义？

8.

89 6
-5

456
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

公式取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> 

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

注意是距离平⽅和

单位向量
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

可否进⼀步改写问题？
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

可否进⼀步改写问题？

距离
-5

勾股定理
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

可否进⼀步改写问题？

距离
-5

注意456中45也是待求量
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

可否进⼀步改写问题？

距离
-5 :

45 = -5 cos : = -5 6 cos :
注意456中45也是待求量
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

可否进⼀步改写问题？

距离
-5 :

45 = -5 cos : = -5 6 cos :
= -5, 6 = 85.>. + ⋯+ 853>3

注意456中45也是待求量
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

可否进⼀步改写问题？

距离
-5 :

45 = -5 cos : = -5 6 cos :
= -5, 6 = 85.>. + ⋯+ 853>3

注意456中45也是待求量

公式取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> 
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

公式取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> 

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

可否进⼀步改写问题？

距离
-5 :

因为 -5 ;不受6选择的影响，可以从求和中移去

45 = -5 cos : = -5 6 cos :
= -5, 6 = 85.?. + ⋯+ 853?3

注意456中45也是待求量
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

分析新问题

45 = -5, 6
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

argmax
6: 6 @.

1
+A

5@.

0
459即

分析新问题

45 = -5, 6

如何理解新⽬标函数的含义
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

argmax
6: 6 @.

1
+A

5@.

0
459即

分析新问题

可以证得B4 = .
0∑5@.

0 45 = 0

45 = -5, 6

因为 .
0∑5@.

0 45 = .
0∑5@.

0 85.D. + ⋯+ 853D3

由数据已经预处理得 .
0D. ∑5@.

0 85. = 0等
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

argmax
6: 6 @.

1
+A

5@.

0
459即

分析新问题

可以证得B4 = .
0∑5@.

0 45 = 0

45 = -5, 6

因为 .
0∑5@.

0 45 = .
0∑5@.

0 85.D. + ⋯+ 853D3

由数据已经预处理得 .
0D. ∑5@.

0 85. = 0等

此时，降维后的数据均值为0



HY,	2023

( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

argmax
6: 6 @.

1
+A

5@.

0
45 − C4 9即

分析新问题

可以证得C4 = .
0∑5@.

0 45 = 0

45 = -5, 6

因为 .
0∑5@.

0 45 = .
0∑5@.

0 85.E. + ⋯+ 853E3

由数据已经预处理得 .
0E. ∑5@.

0 85. = 0等

此时，降维后的数据均值为0
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

如何选择向量6？

8.

89 6
-5

456

argmax
6: 6 @.

1
+A

5@.

0
45 − C4 9即

分析新问题
新⽬标函数说明，需选择6使降维后的数据
的“⽅差”尽量⼤

即：使降维后数据之间依然可以较好区别开

45 = -5, 6
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

argmax
6: 6 >.

1
+?

5>.

0
45 − A4 B即 需选择6使降维后的数据的“⽅差”尽量⼤

图例取⾃Imdad Ullah Khan <Lecture Notes for Big Data Analytics - Principle Component Analysis> 

选择6C好还是6D好？
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

argmax
6: 6 >.

1
+?

5>.

0
45 − A4 B即 需选择6使降维后的数据的“⽅差”尽量⼤

选择6C更好
新⽬标函数⾓度：降维后数据“⽅差”更⼤
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( = 1情况

将（已完成预处理的）+个,维向量-.,… , -0 ∈ ℝ3近似为456, 7 = 1,… ,+。

argmax
6: 6 >.

1
+?

5>.

0
45 − A4 B即 需选择6使降维后的数据的“⽅差”尽量⼤

选择6C更好
新⽬标函数⾓度：降维后数据“⽅差”更⼤

原⽬标函数⾓度：近似误差平⽅和更⼩



HY,	2023

任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

8
+7

678

67 = +7, 8

回顾* = 2, ( = 1情况
<=

想象* = 3, ( = 2情况
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

8
+7

678

67 = +7, 8

回顾* = 2, ( = 1情况

想象* = 3, ( = 2情况

<,

<=

<=

<>

（此例中是未平移的数据）
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

8
+7

678

67 = +7, 8

回顾* = 2, ( = 1情况

想象* = 3, ( = 2情况

<,

<=

<=

<>

（此例中是未平移的数据）

8,8=
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

8
+7

678

67 = +7, 8

回顾* = 2, ( = 1情况

想象* = 3, ( = 2情况

<=

（此例中是未平移的数据） <,

<=

<>

8,8=
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

8
+7

678

67 = +7, 8

回顾* = 2, ( = 1情况

想象* = 3, ( = 2情况

<=

（此例中是未平移的数据） <,

<=

<>

8,8= 8,8=

+7

67,8,

67=8=
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

优化问题？
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,
5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

优化问题

argmin
1
)
E
74,

.

F9GH6*IJ KJHLJJ* +7 6*F ( − F9)J*G9N*6O GPKGQ6IJ GQ6**JF KR 8,, … , 85 =

当( = 1时，即向量8确定的直线
当( = 2时，即向量8,, 8=确定的平⾯

对向量8,,… , 85的要求？
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,
5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

argmin
1
)
E
74,

.

F9GH6*IJ KJHLJJ* +7 6*F ( − F9)J*G9N*6O GPKGQ6IJ GQ6**JF KR 8,, … , 85 =

优化问题

8,,… , 85要满⾜：（1）都是单位向量，即 8, = ⋯ = 85 = 1；（2）线性独⽴？
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,
5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

argmin
1
)
E
74,

.

F9GH6*IJ KJHLJJ* +7 6*F ( − F9)J*G9N*6O GPKGQ6IJ GQ6**JF KR 8,, … , 85 =

优化问题

8,,… , 85要满⾜：（1）都是单位向量，即 8, = ⋯ = 85 = 1；（2）线性独⽴？

如( = 2时，若8,和8=线性相关，说明存在常数I使得8= = I8,，那么8,和8=⽆法确定⼀个平⾯
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,
5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

argmin
1
)
E
74,

.

F9GH6*IJ KJHLJJ* +7 6*F ( − F9)J*G9N*6O GPKGQ6IJ GQ6**JF KR 8,, … , 85 =

优化问题

8,,… , 85要满⾜：（1）都是单位向量，即 8, = ⋯ = 85 = 1；（2）线性独⽴？
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,
5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

argmin
1
)
E
74,

.

F9GH6*IJ KJHLJJ* +7 6*F ( − F9)J*G9N*6O GPKGQ6IJ GQ6**JF KR 8,, … , 85 =

优化问题

8,,… , 85要满⾜：（1）都是单位向量，即 8, = ⋯ = 85 = 1；（2）正交，即 87, 83 = 0, ∀9 ≠ V

正交⼀定线性独⽴，线性独⽴不⼀定正交 正交向量具有很好的性质，⽅便简化数学问题

夹⾓WXX



HY,	2023

任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,
5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

argmin
1
)
E
74,

.

F9GH6*IJ KJHLJJ* +7 6*F ( − F9)J*G9N*6O GPKGQ6IJ GQ6**JF KR 8,, … , 85 =

优化问题

8,,… , 85是⼀组标准正交向量
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,
5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

argmin
1
)
E
74,

.

F9GH6*IJ KJHLJJ* +7 6*F ( − F9)J*G9N*6O GPKGQ6IJ GQ6**JF KR 8,, … , 85 =

优化问题

argmax
1
)
E
74,

.

E
34,

5

673 83

=

可⽤勾股定理以及标准正交向量组的性质证得argmax
1
)
E
74,

.

67,
= + ⋯+ 675

=即
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任意(情况

将（已完成预处理的）)个*维向量+,,… , +. ∈ ℝ1近似为∑34,
5 673 83, 9 = 1,… ,)。

<,

<=

<>

8,8=

8,8=

+7

67,8,

67=8=

argmin
1
)
E
74,

.

F9GH6*IJ KJHLJJ* +7 6*F ( − F9)J*G9N*6O GPKGQ6IJ GQ6**JF KR 8,, … , 85 =

优化问题

可由67, = +7, 8, , … , 675 = +7, 85 推得argmax
1
)
E
74,

.

+7, 8, = + ⋯+ +7, 85 = 可以回顾( = 1例⼦进⾏理解
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主成分分析

给定(), … , (+ ∈ ℝ.及维数/ ≥ 1，求标准正交向量组2), … , 23 ∈ ℝ.从⽽最⼤化

1
45

67)

+
(6, 2) 8 + ⋯+ (6, 23 8 .

主成分分析（Principal Component Analysis, PCA）

求得的2),… , 23称为原数据的/个主成分



主成分分析效果

!"##$
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数据可视化

⾼维数据难以可视化，可通过主成分分析得到低维数据再可视化

Ø 步骤⼀：确定(（如( = 1,2,3），通过主成分分析得到数据的(个主成分+,,… , +.
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数据可视化

⾼维数据难以可视化，可通过主成分分析得到低维数据再可视化

Ø 步骤⼀：确定(（如( = 1,2,3），通过主成分分析得到数据的(个主成分+,,… , +.
Ø 步骤⼆：为每个数据/0，计算10, = /0, +, , … , 10. = /0, +.

10, …10.即数据/0在每个主成分向量对应的坐标轴上的数值（可以为负值）

2,

23

24

+,+3

+,+3

/0

10,+,

103+3

+,

+3
10,

103
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数据可视化

⾼维数据难以可视化，可通过主成分分析得到低维数据再可视化

Ø 步骤⼀：确定(（如( = 1,2,3），通过主成分分析得到数据的(个主成分+,,… , +.
Ø 步骤⼆：为每个数据/0，计算10, = /0, +, , … , 10. = /0, +.
Ø 步骤三：在(维空间画出数据/0对应的点 10,, … , 10. ，即 /0, +, , … , /0, +.

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

降维
1,

12

张三

李四王五

赵六

（在前例中未限定单位向量）
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数据可视化

⾼维数据难以可视化，可通过主成分分析得到低维数据再可视化

Ø 步骤⼀：确定(（如( = 1,2,3），通过主成分分析得到数据的(个主成分+,,… , +.
Ø 步骤⼆：为每个数据/0，计算10, = /0, +, , … , 10. = /0, +.
Ø 步骤三：在(维空间画出数据/0对应的点 10,, … , 10. ，即 /0, +, , … , /0, +.

沙拉 ⾁夹馍 蒸鱼 苏打饼⼲

张三 10 1 2 7

李四 7 2 1 10

王五 2 9 7 3

赵六 3 6 10 2

降维
1,

12

张三

李四王五

赵六

分析数据：（1）解释+,, … , +.坐标轴的含义（如通过查看哪些数据的10,值最⼤/最⼩）
（2）看哪些数据在低维空间距离很近、组成类（clusters）
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数据可视化

可以从⼀个⼈的基因推断他的出⽣地吗？
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数据可视化

可以从⼀个⼈的基因推断他的出⽣地吗？

分析1387个欧洲⼈的基因数据，包含每个⼈的基因组中20万个SNP位点（易发⽣突变的位点）

如何利⽤主成分分析？
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数据可视化

可以从⼀个⼈的基因推断他的出⽣地吗？

分析1387个欧洲⼈的基因数据，包含每个⼈的基因组中20万个SNP位点（易发⽣突变的位点）

取( = 1387, - = 200000, . = 2
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数据可视化

取( = 1387, - = 200000, . = 2

图⽚取⾃J. Novembre, et al. <Genes mirror geography within Europe>

颜⾊对应每个数据（欧洲⼈）的原籍国家
该国籍信息未参与主成分分析
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数据可视化

取( = 1387, - = 200000, . = 2

图⽚取⾃J. Novembre, et al. <Genes mirror geography within Europe>

主成分/0与/1的含义？

说明许多欧洲⼈因为世代居住在某国，基
因⾥已经携带了相关地理信息
（有学者⽤美国⼈数据做了类似实验，结
果不如上述显著）
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数据压缩

将⾼维数据进⾏压缩，⽅便存储、计算

将⼈脸图像（6.5万像素，即( = 65000）压缩⾄100~150维数据（即, = 100～150）
便于存储、做近似查找等
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数据压缩

图例取⾃Imdad Ullah Khan <Lecture Notes for Big Data Analytics - Principle Component Analysis>及红⾊标注来源

数据集 图⽚对应的向量
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数据压缩

图例取⾃Imdad Ullah Khan <Lecture Notes for Big Data Analytics - Principle Component Analysis>

平均向量对应的图⽚

提取的主成分对应的图⽚
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数据压缩

可将数据集中任⼀图⽚对应的向量近似为主成分的线性组合

图例取⾃Imdad Ullah Khan <Lecture Notes for Big Data Analytics - Principle Component Analysis>
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数据压缩

随着主成分个数的增多，近似造成的损失越少

图例取⾃Imdad Ullah Khan <Lecture Notes for Big Data Analytics - Principle Component Analysis>
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讨论

什么情况下PCA效果不好？

Ø 预处理没做好（如剔除离群数据）

Ø 数据本⾝有⾮线性结构（PCA擅长捕捉线性结构）

Ø 主成分之间限定需要正交，导致后续主成分（如第三、第四个主成分）难以解释

图⽚取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> 

数据本⾝可以很好地近似成⼀维数据

（⾓度）但PCA难以实现



本讲小结

主成分分析的问题及应⽤

HY,	2023

主成分分析的背景



主要参考资料

Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> Lecture Notes

Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science> Slides

Imdad Ullah Khan <Lecture Notes for Big Data Analytics - Principle Component Analysis> 

J. Novembre, et al. <Genes mirror geography within Europe> Paper
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谢谢！
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