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课程内容

HY,	2024

Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知



低秩矩阵近似
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

2 $是F-范数（Frobenius norm）：对任意𝑚×𝑛矩阵𝐀，有 𝐀 $ = ∑%&'( ∑)&'* A%)+

* 也有基于其余范数定义的低秩矩阵近似
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

2 $是F-范数（Frobenius norm）：对任意𝑚×𝑛矩阵𝐀，有 𝐀 $ = ∑%&'( ∑)&'* A%)+

* 也有基于其余范数定义的低秩矩阵近似

为什么需要低秩近似？
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低秩矩阵近似

低秩近似的应⽤之⼀：数据压缩

Ø 对于原𝑚×𝑛矩阵𝐀，直接存储则需记录𝑚𝑛个数字

Ø 若找到秩为𝑘（𝑘 < rank 𝐀 ）的近似矩阵𝐁，最少需要记录 个数字
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低秩矩阵近似

低秩近似的应⽤之⼀：数据压缩

Ø 对于原𝑚×𝑛矩阵𝐀，直接存储则需记录𝑚𝑛个数字

Ø 若找到秩为𝑘（𝑘 < rank 𝐀 ）的近似矩阵𝐁，最少需要记录 个数字

例：

𝐁 =
1 2 −1 2
2 4 1 1

−1 −2 −2 1
⇒

1 2 0 1
0 0 1 −1
0 0 0 0

初等⾏变换

可得rank 𝐁 = 2且任何⾏向量可以写成 1,2,0,1 , 0,0,1, −1 的线性组合

𝐁 =
1 2 −1 2
2 4 1 1

−1 −2 −2 1
=

1 −1
2 1
−1 −2

1 2 0 1
0 0 1 −1

3×rank 𝐁 rank 𝐁 ×43×4
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低秩矩阵近似

低秩近似的应⽤之⼀：数据压缩

Ø 对于原𝑚×𝑛矩阵𝐀，直接存储则需记录𝑚𝑛个数字

Ø 若找到秩为𝑘（𝑘 < rank 𝐀 ）的近似矩阵𝐁，最少需要记录 个数字

𝑚 =

𝑛

矩阵𝐁 𝑚

rank 𝐁

rank 𝐁

𝑛

任意𝑚×𝑛矩阵𝐁可写为𝑚×rank 𝐁 矩阵与rank 𝐁 ×𝑛矩阵相乘

（不能写为𝑚× rank 𝐁 − 1 矩阵与 rank 𝐁 − 1 ×𝑛矩阵相乘）
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低秩矩阵近似

低秩近似的应⽤之⼀：数据压缩

Ø 对于原𝑚×𝑛矩阵𝐀，直接存储则需记录𝑚𝑛个数字

Ø 若找到秩为𝑘（𝑘 < rank 𝐀 ）的近似矩阵𝐁，最少需要记录 𝑚 + 𝑛 𝑘个数字

𝑚 =

𝑛

矩阵𝐁 𝑚

rank 𝐁

rank 𝐁

𝑛

任意𝑚×𝑛矩阵𝐁可写为𝑚×rank 𝐁 矩阵与rank 𝐁 ×𝑛矩阵相乘

（不能写为𝑚× rank 𝐁 − 1 矩阵与 rank 𝐁 − 1 ×𝑛矩阵相乘）

假设𝑘 ≪ 𝑚, 𝑛
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

2 $是F-范数（Frobenius norm）：对任意𝑚×𝑛矩阵𝐀，有 𝐀 $ = ∑%&'( ∑)&'* A%)+

如何解决低秩近似问题？
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

回顾奇异值分解的等价形式：

𝐀 = 𝐔𝐒𝐕,等价于

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

（不妨设𝑠' ≥ 𝑠+ ≥ ⋯）

𝑠!

𝒖!

𝒗!"
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

回顾奇异值分解的等价形式：

𝐀 = 𝐔𝐒𝐕,等价于

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

（不妨设𝑠' ≥ 𝑠+ ≥ ⋯）

在min 𝑚, 𝑛 项中保留前𝑘项，舍弃其余项

𝑠!

𝒖!

𝒗!"
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 为什么𝐁满⾜rank 𝐁 ≤ 𝑘约束？



𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

HY,	2024

低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 为什么𝐁满⾜rank 𝐁 ≤ 𝑘约束？

𝑚

𝑛

𝐁

?
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 为什么𝐁满⾜rank 𝐁 ≤ 𝑘约束？

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

𝐁 E𝐒
保留对⾓线上前𝑘个元素，其余（若为正）置0

（𝐔和𝐕不⽤变动）
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 为什么𝐁满⾜rank 𝐁 ≤ 𝑘约束？

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

𝐁 E𝐒

𝐀 =

1
10

−
3
10

3
10

1
10

45 0
0 5

1
2

1
2

−
1
2

1
2

例

保留对⾓线上前𝑘个元素，其余（若为正）置0
（𝐔和𝐕不⽤变动）
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 为什么𝐁满⾜rank 𝐁 ≤ 𝑘约束？

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

𝐁 E𝐒

计算E𝐒𝐕,

𝑠! 𝒗!"
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 为什么𝐁满⾜rank 𝐁 ≤ 𝑘约束？

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

𝐁 E𝐒

𝑛

𝑚

... 前𝑘⾏为𝑠'𝒗', , … , 𝑠-𝒗-,
剩余𝑚 − 𝑘⾏为零向量
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 为什么𝐁满⾜rank 𝐁 ≤ 𝑘约束？

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

𝐁 E𝐒

𝑛

𝑚

... 前𝑘⾏为𝑠'𝒗', , … , 𝑠-𝒗-,
剩余𝑚 − 𝑘⾏为零向量

矩阵𝐁的所有⾏向量可表⽰为𝑘个（可能线性相关的）⾏向量的线性组合，说明rank 𝐁 ≤ 𝑘
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 最优⽬标函数值？
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 最优⽬标函数值？

𝐀 − 𝐁 $ = I
%&'

./0 (,*

𝑠%𝒖%𝒗%, −I
%&'

-

𝑠%𝒖%𝒗%,

$

= I
%&-2'

./0 (,*

𝑠%𝒖%𝒗%,

$

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

⼀个新𝑚×𝑛矩阵
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 最优⽬标函数值？

𝐀 − 𝐁 $ = I
%&'

./0 (,*

𝑠%𝒖%𝒗%, −I
%&'

-

𝑠%𝒖%𝒗%,

$

= I
%&-2'

./0 (,*

𝑠%𝒖%𝒗%,

$

F-范数的性质： 𝐀 $ = ∑%&'( ∑)&'* A%)+ = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%+

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

⼀个新𝑚×𝑛矩阵
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 最优⽬标函数值？

𝐀 − 𝐁 $ = I
%&'

./0 (,*

𝑠%𝒖%𝒗%, −I
%&'

-

𝑠%𝒖%𝒗%,

$

= I
%&-2'

./0 (,*

𝑠%𝒖%𝒗%,

$

F-范数的性质： 𝐀 $ = ∑%&'( ∑)&'* A%)+ = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%+

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚

⼀个新𝑚×𝑛矩阵

证明：先证明𝐭𝐫 𝐀!𝐀 = ∑"#$% ∑&#$' A"&( ，则有 𝐀 ) = 𝐭𝐫 𝐀!𝐀
再利⽤⽅阵的迹等于特征值之和（见第⼋讲对“近似误差”的分析）
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝑘
若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为 最优⽬标函数值？

𝐀 − 𝐁 $ = I
%&'

./0 (,*

𝑠%𝒖%𝒗%, −I
%&'

-

𝑠%𝒖%𝒗%,

$

= I
%&-2'

./0 (,*

𝑠%𝒖%𝒗%,

$

= I
%&-2'

./0 (,*

𝑠%+

F-范数的性质： 𝐀 $ = ∑%&'( ∑)&'* A%)+ = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%+

𝑚

𝑛

𝑚

𝑚 𝑛

𝑛

𝑛

𝑚
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低秩矩阵近似

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

𝐀 − 𝐁 $ = I
%&-2'

./0 (,*

𝑠%+

𝐀 = 3 0
4 5 =

1
10

−
3
10

3
10

1
10

45 0
0 5

1
2

1
2

−
1
2

1
2

𝐁 =

3
2

3
2

9
2

9
2

𝐀 − 𝐁 $ =
3
2

+
+

3
2

+
+

1
2

+
+

1
2

+
= 5

例

若𝑘 = 1
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低秩矩阵近似

𝑘

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为

证明𝐁最优性的⼀种⽅法：
第⼀步：证明引理“若𝐐为正交矩阵，有 𝐐𝐀 $ = 𝐀 $”（类⽐ 𝐐𝒙 + = 𝒙 +）

证明⽅法为利⽤ 𝐀 $ = 𝐭𝐫 𝐀,𝐀 = 𝐭𝐫 𝐀,𝐐,𝐐𝐀 = 𝐐𝐀 $

第⼆步：利⽤引理改写⽬标函数： 𝐀 − 𝐁 $ = 𝐔𝐒𝐕, − 𝐁 $ = 𝐒 − 𝐔,𝐁𝐕 $

第三步：说明因为𝐒是对⾓矩阵，对最优解𝐁，𝐔,𝐁𝐕必为对⾓矩阵
（反证，若𝐔,𝐁𝐕⾮对⾓阵，可找到同秩对⾓阵更⼩化𝐒 − 𝐔,𝐁𝐕元素平⽅和）

第四步：𝐁可取为𝐔𝐃𝐕,，则⽬标函数为 𝐒 − 𝐃 $。易证𝑘秩约束下的最优𝐃
证明取⾃ccjou <线代启⽰录： SVD于矩阵近似的应⽤>



𝑘
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低秩矩阵近似

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

利⽤SVD对矩阵𝐀进⾏低秩近似的步骤：
（1）对矩阵𝐀做奇异值分解；
（2）计算矩阵𝐁 = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,。

如何选择𝑘？ 如令 ⼤于⼀定阈值
∑%&'- 𝑠%

∑%&'
./0 (,* 𝑠%

若𝑘 < min 𝑚, 𝑛 ，取矩阵𝐁为
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矩阵近似实验

⽤奇异值分解压缩以下图⽚：

低秩近似的应⽤之⼀：数据压缩

Ø 对于原𝑚×𝑛矩阵𝐀，直接存储则需记录𝑚𝑛个数字

Ø 若找到秩为𝑘的近似矩阵𝐁，最少需要记录 𝑚+ 𝑛 𝑘个数字
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矩阵近似实验

A = imread('originalfig.png');
A = rgb2gray(A);
A = double(A);

把图⽚转成灰度图，每个像素取值0～255
0是⿊⾊、255是⽩⾊
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矩阵近似实验

A = imread('originalfig.png');
A = rgb2gray(A);
A = double(A);
[U S V] = svd(A);
figure
semilogy(diag(S), 'o');
grid on;
rank(double(A))

奇异值从⼤到⼩的取值
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矩阵近似实验

A = imread('originalfig.png');
A = rgb2gray(A);
A = double(A);
[U S V] = svd(A);
figure
semilogy(diag(S), 'o');
grid on;
rank(double(A))
B = U(:,1:50)*S(1:50,1:50)*V(:,1:50)';
imwrite(uint8(B),'compressed1.jpg');

秩为50的近似
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矩阵近似实验

A = imread('originalfig.png');
A = rgb2gray(A);
A = double(A);
[U S V] = svd(A);
figure
semilogy(diag(S), 'o');
grid on;
rank(double(A))
B = U(:,1:50)*S(1:50,1:50)*V(:,1:50)';
imwrite(uint8(B),'compressed1.jpg’);
B = U(:,1:100)*S(1:100,1:100)*V(:,1:100)';
imwrite(uint8(B),'compressed2.jpg');

秩为50的近似

秩为100的近似
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矩阵近似实验

秩为50的近似

秩为100的近似

秩为400的近似



奇异值分解的应用：主成分分析

!"#$%
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应⽤：主成分分析

给定𝒙', … , 𝒙( ∈ ℝ*及维数𝑘 ≥ 1，求标准正交向量组𝒗', … , 𝒗- ∈ ℝ*从⽽最⼤化

1
𝑚I

%&'

(

𝒙% , 𝒗' + +⋯+ 𝒙% , 𝒗- + .

将𝒙', … , 𝒙(分别近似为𝒗', … , 𝒗-的线性组合，即𝒙% ≈ ∑)&'- 𝑎%) 𝒗) , 𝑖 = 1, … ,𝑚。

主成分分析（Principal Component Analysis, PCA）

回顾

最⼤化⽬标函数的𝒗'∗ , … , 𝒗-∗为矩阵𝐗,𝐗的最⼤的𝑘个特征值对应的𝑘个单位特征向量。

主成分分析问题的最优解

基于幂迭代法的主成分分析：

Ø ⽤幂迭代法计算第⼀主成分（𝒖"= 𝐗!𝐗 "𝒖*并标准化），结果记为𝒗$

Ø 处理数据𝐗： 𝒙" ← 𝒙" − 𝒙", 𝒗$ 𝒗$

Ø 对新的𝐗!𝐗计算前𝑘 − 1个主成分



HY,	2024

应⽤：主成分分析

给定𝒙', … , 𝒙( ∈ ℝ*及维数𝑘 ≥ 1，求标准正交向量组𝒗', … , 𝒗- ∈ ℝ*从⽽最⼤化

1
𝑚I

%&'

(

𝒙% , 𝒗' + +⋯+ 𝒙% , 𝒗- + .

将𝒙', … , 𝒙(分别近似为𝒗', … , 𝒗-的线性组合，即𝒙% ≈ ∑)&'- 𝑎%) 𝒗) , 𝑖 = 1, … ,𝑚。

主成分分析（Principal Component Analysis, PCA）

回顾

最⼤化⽬标函数的𝒗'∗ , … , 𝒗-∗为矩阵𝐗,𝐗的最⼤的𝑘个特征值对应的𝑘个单位特征向量。

主成分分析问题的最优解

基于幂迭代法的主成分分析：

Ø ⽤幂迭代法计算第⼀主成分（𝒖"= 𝐗!𝐗 "𝒖*并标准化），结果记为𝒗$

Ø 处理数据𝐗： 𝒙" ← 𝒙" − 𝒙", 𝒗$ 𝒗$

Ø 对新的𝐗!𝐗计算前𝑘 − 1个主成分

若可快速计算 𝐗的奇异值分解，
如何对数据做主成分分析？
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应⽤：主成分分析

给定𝒙', … , 𝒙( ∈ ℝ*及维数𝑘 ≥ 1，求标准正交向量组𝒗', … , 𝒗- ∈ ℝ*从⽽最⼤化

1
𝑚I

%&'

(

𝒙% , 𝒗' + +⋯+ 𝒙% , 𝒗- + .

将𝒙', … , 𝒙(分别近似为𝒗', … , 𝒗-的线性组合，即𝒙% ≈ ∑)&'- 𝑎%) 𝒗) , 𝑖 = 1, … ,𝑚。

主成分分析（Principal Component Analysis, PCA）

回顾

最⼤化⽬标函数的𝒗'∗ , … , 𝒗-∗为矩阵𝐗,𝐗的最⼤的𝑘个特征值对应的𝑘个单位特征向量。

主成分分析问题的最优解

若𝐗 = 𝐔𝐒𝐕,，有𝐗,𝐗 = 𝐕𝐒,𝐔,𝐔𝐒𝐕, = 𝐕𝐒,𝐒𝐕,

说明𝐕的列向量（即𝐕,的⾏向量）为𝐗,𝐗的单位特征向量

故只⽤取𝐕的前𝑘个列向量即得到数据的𝑘个主成分
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应⽤：主成分分析

主成分计算⽅法

Ø ⽅法⼀：由幂迭代法逐个计算𝐗,𝐗的𝑘个主成分

Ø ⽅法⼆：对𝐗进⾏奇异值分解：𝐗 = 𝐔𝐒𝐕,，取𝐕的前𝑘个列向量

选择哪⼀种⽅法？

Ø ⽅法⼀适⽤于𝑘较⼩情况（如⽬标是数据可视化）

Ø ⽅法⼆可得到𝐗,𝐗所有的特征向量，以及矩阵𝐔 𝐔的利⽤价值？
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应⽤：主成分分析

主成分计算⽅法

Ø ⽅法⼀：由幂迭代法逐个计算𝐗,𝐗的𝑘个主成分

Ø ⽅法⼆：对𝐗进⾏奇异值分解：𝐗 = 𝐔𝐒𝐕,，取𝐕的前𝑘个列向量

选择哪⼀种⽅法？

Ø ⽅法⼀适⽤于𝑘较⼩情况（如⽬标是数据可视化）

Ø ⽅法⼆可得到𝐗,𝐗所有的特征向量，以及矩阵𝐔

若试图分析𝐗各列对应数据
的主成分时，可利⽤矩阵𝐔

𝑚×𝑛矩阵𝐗

𝒙',

𝒙+,
…

𝒙(,

顾客1

顾客2

商
品
1

商
品
2
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

PCA解决的问题？是否也可改写成最⼩化两个矩阵之间F-范数的形式？
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

PCA解决的问题？是否也可改写成最⼩化两个矩阵之间F-范数的形式？

向量 𝒙$

≈

矩阵 𝑽

𝑎"$ = 𝒙", 𝒗$
𝑎"( = 𝒙", 𝒗(
𝑎"+ = 𝒙", 𝒗+

𝒙% ≈I
)&'

-

𝑎%) 𝒗)

*图中的𝐕是沿⽤第七讲中的符号，是𝑛×𝑘矩阵
和上⾯SVD中的𝐕含义不同（SVD中𝐕是𝑛×𝑛矩阵）
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

PCA解决的问题？是否也可改写成最⼩化两个矩阵之间F-范数的形式？

向量 𝒙$% ≈
矩阵𝐕%

𝒙$ , 𝒗& , 𝒙$ , 𝒗' , 𝒙$ , 𝒗(
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

PCA解决的问题？是否也可改写成最⼩化两个矩阵之间F-范数的形式？

≈
𝑘×𝑛矩阵𝐕%

𝑚×𝑘矩阵，每⾏是 𝒙$ , 𝒗& , 𝒙$ , 𝒗' , 𝒙$ , 𝒗)
𝑚×𝑛矩阵𝐗

… …
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

PCA解决的问题？是否也可改写成最⼩化两个矩阵之间F-范数的形式？

≈
𝑘×𝑛矩阵𝐕%

𝑚×𝑘矩阵，每⾏是 𝒙$ , 𝒗& , 𝒙$ , 𝒗' , 𝒙$ , 𝒗)
𝑚×𝑛矩阵𝐗

… …

即矩阵𝐗𝐕



HY,	2024

应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

PCA解决的问题？是否也可改写成最⼩化两个矩阵之间F-范数的形式？

≈
𝑘×𝑛矩阵𝐕%

𝑚×𝑘矩阵𝐗𝐕𝑚×𝑛矩阵𝐗

… …

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：

min
𝐕∈ℝ#×*

𝐗 − 𝐗𝐕𝐕, $ s. t. 𝐕列向量构成标准正交向量组.
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

PCA解决的问题？是否也可改写成最⼩化两个矩阵之间F-范数的形式？

≈
𝑘×𝑛矩阵𝐕%

𝑚×𝑘矩阵𝐗𝐕𝑚×𝑛矩阵𝐗

… …

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：

min
𝐕∈ℝ#×*

𝐗 − 𝐗𝐕𝐕, $ s. t. 𝐕列向量构成标准正交向量组.

易证最⼩化 𝐗 − 𝐗𝐕𝐕% +即等价于
第七讲中PCA的最⼩化问题
（⽤矩阵之差范数与⾏向量之差范数的关系）



HY,	2024

将（已完成预处理的）𝑚个𝑛维向量𝒙$, … , 𝒙% ∈ ℝ'近似为∑&#$, 𝑎"& 𝒗&, 𝑖 = 1,… ,𝑚。

𝑥,

𝑥-

𝑥.

𝒗,𝒗-

𝒗,𝒗-

𝒙%

𝑎%'𝒗'

𝑎%+𝒗+

min
1
𝑚
+
#$!

%

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 𝒙# 𝑎𝑛𝑑 𝑘 − 𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒 𝑠𝑝𝑎𝑛𝑛𝑒𝑑 𝑏𝑦 𝒗!, … , 𝒗& '

回顾

应⽤：主成分分析

min
1
𝑚
+
#$!

%

𝒙# '
' −

1
𝑚
+
#$!

%

𝒙# , 𝒗! ' +⋯+ 𝒙# , 𝒗& '
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：

min
𝐕∈ℝ#×*

𝐗 − 𝐗𝐕𝐕, $ s. t. 𝐕列向量构成标准正交向量组.

PCA解决的矩阵近似问题
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：

min
𝐕∈ℝ#×*

𝐗 − 𝐗𝐕𝐕, $ s. t. 𝐕列向量构成标准正交向量组.

PCA解决的矩阵近似问题

以上两个矩阵近似问题得到的近似矩阵是否⼀样？

𝐁∗ = 𝐗𝐕∗ 𝐕∗ 0 ?
* 这⾥𝐕∗是PCA问题中经优化的𝑛×𝑘矩阵
和上⾯SVD中的𝐕含义不同（SVD中𝐕是𝑛×𝑛矩阵）
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应⽤：主成分分析

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐗 − 𝐁 $ s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

SVD解决的低秩矩阵近似问题

计算𝐗 = 𝐔𝐒𝐕, = ∑%&'
./0 (,* 𝑠%𝒖%𝒗%,，可得𝐁∗ = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,

给定𝑚×𝑛矩阵𝐗及正整数𝑘，解决如下问题：

min
𝐕∈ℝ#×*

𝐗 − 𝐗𝐕𝐕, $ s. t. 𝐕列向量构成标准正交向量组.

PCA解决的矩阵近似问题

以上两个矩阵近似问题得到的近似矩阵⼀样： 𝐁∗ = 𝐗𝐕∗ 𝐕∗ ,

证明⽅法⼀：取𝐕∗为𝐔𝐒𝐕,中𝐕的前𝑘列、将𝐗展成𝐔𝐒𝐕,；证𝐗𝐕∗ 𝐕∗ ,最多有𝑘个⾮零奇异值

说明实际上PCA通过𝑘个主成分得到的近似矩阵就是𝐗的𝑘秩近似矩阵

证明⽅法⼆：利⽤𝒖% =
𝐗𝒗,
7,
化简𝐁∗ = ∑%&'- 𝐗𝒗%𝒗%,；和𝐗𝐕∗ 𝐕∗ ,对⽐



奇异值分解的应用：矩阵补全

!"#$%
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应⽤：矩阵补全

问题：对矩阵𝐀仅知道部分元素取值，如何估测其余元素取值（即补全矩阵）？

2 5 ?
? ? 2
? ? 1

1 2 ?
? 3 ?
? ? 2

? 4 ?
1 ? ?
? 4 ?

? 1 5
? ? 2
? ? ?

? 1 1
2 ? ?
1 3 2

1 ? ?
4 5 ?
? 4 5
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应⽤：矩阵补全

应⽤场景：推荐系统

2006年10⽉2⽇，Netflix开启⽐赛
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应⽤：矩阵补全

Netflix⽐赛题⽬：给定480,189个观众对17,770部电影的100,480,507个评分，

估测观众对电影的评分

2 5 ?
? ? 2
? ? 1

1 2 ?
? 3 ?
? ? 2

? 4 ?
1 ? ?
? 4 ?

? 1 5
? ? 2
? ? ?… … … … … …

观众1

影
⽚
1

观众2

影
⽚
2

即矩阵有480,189⾏、17,770列，100,480,507个元素
的值已知（约99%的元素取值未知），要求补全矩
阵从⽽最⼩化补全值（即估测值）与真实值之间的
欧⽒距离

若可准确补全矩阵，即可准确估测观众对没看过的
电影的喜好程度，据此进⾏推荐



HY,	2024

应⽤：矩阵补全

2006.10.2~2009.7.26，不断有新的算法刷新记录

（2010.3.12 Netflix因隐私条例停办⽐赛）

算法⽐基准算法在RMSE（Rooted Mean Squared Error/均⽅根误差）⽅⾯的提升



HY,	2024

应⽤：矩阵补全

2006.10.2~2009.7.26，不断有新的算法刷新记录

（2010.3.12 Netflix因隐私条例停办⽐赛）

在测试集（⾮验证集）上效果最好（Test 

RMSE=0.8567）的队伍获冠军

图⽚取⾃ Dan Jackson <The Netflix Prize: How a $1 Million Contest Changed Binge-Watching Forever>

算法⽐基准算法在RMSE（Rooted Mean Squared Error/均⽅根误差）⽅⾯的提升



HY,	2024

应⽤：矩阵补全

冠军⽅案论⽂

⽅案的思想之⼀：集成学习



HY,	2024

应⽤：矩阵补全

如何将矩阵补全问题改写成低秩矩阵近似问题？

2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 1

观
众

电影
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应⽤：矩阵补全

如何将矩阵补全问题改写成低秩矩阵近似问题？

2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 1

观
众

电影

猜测：矩阵的秩为1
（即观众对电影的喜好排序⼀致、评分向量线性相关）

2 2 1 1
4 4 2 2
2 2 1 1

估计的矩阵秩为1⽽且在已知评分的位置的元素和原矩阵相同
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应⽤：矩阵补全

如何将矩阵补全问题改写成低秩矩阵近似问题？

2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 1

⟹
2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 3

观
众

电影

猜测：矩阵的秩为1
（即观众对电影的喜好排序⼀致、评分向量线性相关）

2 2 1 1
4 4 2 2
2 2 1 1

估计的矩阵秩为1⽽且在已知评分的位置的元素和原矩阵相同

若给定矩阵修改为



HY,	2024

应⽤：矩阵补全

如何将矩阵补全问题改写成低秩矩阵近似问题？

2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 1

⟹
2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 3

观
众

电影

猜测：矩阵的秩为1
（即观众对电影的喜好排序⼀致、评分向量线性相关）

2 2 1 1
4 4 2 2
2 2 1 1

若给定矩阵修改为

（在已知评分上）有近似误差
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应⽤：矩阵补全

如何将矩阵补全问题改写成低秩矩阵近似问题？

2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 1

⟹
2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 3

观
众

电影

猜测：矩阵的秩为1
（即观众对电影的喜好排序⼀致、评分向量线性相关）

2 2 1 1
4 4 2 2
2 2 1 1

若给定矩阵修改为

（在已知评分上）有近似误差

矩阵𝐀

矩阵𝐂

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：

min
𝐂∈ℝ!×# I

9:;<=><? %,)

A%) − C%)
+ s. t. rank 𝐂 = 𝑘.

低秩矩阵补全（Low-Rank Matrix Completion）

信息不全



HY,	2024

应⽤：矩阵补全

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：

min
𝐂∈ℝ!×# I

9:;<=><? %,)

A%) − C%)
+ s. t. rank 𝐂 = 𝑘.

低秩矩阵补全（Low-Rank Matrix Completion）

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

利⽤SVD对矩阵𝐀进⾏低秩近似的步骤：
（1）对矩阵𝐀做奇异值分解；
（2）计算矩阵𝐁 = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,。

回顾

如何解决？
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应⽤：矩阵补全

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：

min
𝐂∈ℝ!×# I

9:;<=><? %,)

A%) − C%)
+ s. t. rank 𝐂 = 𝑘.

低秩矩阵补全（Low-Rank Matrix Completion）

给定𝑚×𝑛矩阵𝐀及正整数𝑘，解决如下问题：
min

𝐁∈ℝ!×# 𝐀 − 𝐁 $

s. t. rank 𝐁 ≤ 𝑘.

低秩矩阵近似（Low-Rank Matrix Approximation）

利⽤SVD对矩阵𝐀进⾏低秩近似的步骤：
（1）对矩阵𝐀做奇异值分解；
（2）计算矩阵𝐁 = ∑%&'- 𝑠%𝒖%𝒗%,。

回顾

如何解决？

2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 2

2 5 2 1
1 4 3 2
2 2 1 2

例

例
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应⽤：矩阵补全

论⽂对Mazumder et al. (2010)⽅法的总结

2 ? ? 1
? 4 ? 2
? 2 1 2

例



奇异值分解的应用：潜在语义分析

!"#$%
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应⽤：潜在语义分析

潜在语义分析（Latent Semantic Analysis）属于⾃然语⾔处理，旨在通过矩阵分

解等发掘⽂本与词语之间基于话题的语义关系

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

d1: Romeo and Juliet.
d2: Juliet: O happy dagger!
d3: Romeo died by dagger.
d4: “Live free or die”, that’s the New-Hampshire’s motto.
d5: Did you know, New-Hampshire is in New-England.

如果搜索 “dies, dagger”，该如何根据相关性排列这五个⽂本？
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应⽤：潜在语义分析

潜在语义分析（Latent Semantic Analysis）属于⾃然语⾔处理，旨在通过矩阵分

解等发掘⽂本与词语之间基于话题的语义关系

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

d1: Romeo and Juliet.
d2: Juliet: O happy dagger!
d3: Romeo died by dagger.
d4: “Live free or die”, that’s the New-Hampshire’s motto.
d5: Did you know, New-Hampshire is in New-England.

如果搜索 “dies, dagger”，该如何根据相关性排列这五个⽂本？

猜测： d3最前（同时包含两个搜索词），d2和d4次之

对于d1和d5？



HY,	2024

应⽤：潜在语义分析

潜在语义分析（Latent Semantic Analysis）属于⾃然语⾔处理，旨在通过矩阵分

解等发掘⽂本与词语之间基于话题的语义关系

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

d1: Romeo and Juliet.
d2: Juliet: O happy dagger!
d3: Romeo died by dagger.
d4: “Live free or die”, that’s the New-Hampshire’s motto.
d5: Did you know, New-Hampshire is in New-England.

如果搜索 “dies, dagger”，该如何根据相关性排列这五个⽂本？

猜测： d3最前（同时包含两个搜索词），d2和d4次之

d1通过Romeo与d3关联、进⽽与“dies”和“dagger”关联；通过Juliet与d2关联、进⽽与“dagger”关联

d5通过New-Hampshire与d4关联、进⽽与“dies”关联
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应⽤：潜在语义分析

潜在语义分析（Latent Semantic Analysis）属于⾃然语⾔处理，旨在通过矩阵分

解等发掘⽂本与词语之间基于话题的语义关系

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

d1: Romeo and Juliet.
d2: Juliet: O happy dagger!
d3: Romeo died by dagger.
d4: “Live free or die”, that’s the New-Hampshire’s motto.
d5: Did you know, New-Hampshire is in New-England.

如果搜索 “dies, dagger”，该如何根据相关性排列这五个⽂本？

猜测： d3最前（同时包含两个搜索词），d2和d4次之

d1通过Romeo与d3关联、进⽽与“dies”和“dagger”关联；通过Juliet与d2关联、进⽽与“dagger”关联

d5通过New-Hampshire与d4关联、进⽽与“dies”关联

若把d1、d5、“dies, dagger”分别近似成向量，是否可以
见到d1向量与“dies, dagger”向量更接近？
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

d1: Romeo and Juliet.
d2: Juliet: O happy dagger!
d3: Romeo died by dagger.
d4: “Live free or die”, that’s the New-Hampshire’s motto.
d5: Did you know, New-Hampshire is in New-England.

得到8×5矩阵𝐀
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

d1: Romeo and Juliet.
d2: Juliet: O happy dagger!
d3: Romeo died by dagger.
d4: “Live free or die”, that’s the New-Hampshire’s motto.
d5: Did you know, New-Hampshire is in New-England.

为⽅便结果可视化，将矩阵近似为秩为2的矩阵：

（1）做奇异值分解：𝐀 = 𝐔𝐒𝐕,

（2）对𝐒的对⾓线元素，只保留前2位，其余置零

得到8×5矩阵𝐀
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应⽤：潜在语义分析

MATLAB计算奇异值分解

输⼊矩阵
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应⽤：潜在语义分析

MATLAB计算奇异值分解

输⼊矩阵
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

≈

采⽤的是第⼆种SVD展开⽅式

8×5矩阵 8×2矩阵 2×2矩阵 2×5矩阵
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

≈

采⽤的是第⼆种SVD展开⽅式

8×5矩阵 8×2矩阵 2×2矩阵 2×5矩阵

将d1、d5、“dies, dagger”分别近似成2维向量，再于2维平⾯对⽐相似度
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

≈
两个⾏向量为单位向量且正交

8×5矩阵 8×2矩阵 2×2矩阵 2×5矩阵

将d1、d5、“dies, dagger”分别近似成2维向量，再于2维平⾯对⽐相似度

−0.905
−0.717
−0.407
−1.001

0.563
0.905
0.541
0.742

−0.603
−1.197
−0.603
−0.745

−0.695
−0.494
−0.695
−0.925

≈
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

≈
两个⾏向量为单位向量且正交

8×5矩阵 8×2矩阵 2×2矩阵 2×5矩阵

将d1、d5、“dies, dagger”分别近似成2维向量，再于2维平⾯对⽐相似度

−0.905
−0.717
−0.407
−1.001

0.563
0.905
0.541
0.742

−0.603
−1.197
−0.603
−0.745

−0.695
−0.494
−0.695
−0.925

≈

“dagger”近似表⽰为 −1.001,0.742
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

≈
两个⾏向量为单位向量且正交

8×5矩阵 8×2矩阵 2×2矩阵 2×5矩阵

将d1、d5、“dies, dagger”分别近似成2维向量，再于2维平⾯对⽐相似度

−0.905
−0.717
−0.407
−1.001

0.563
0.905
0.541
0.742

−0.603
−1.197
−0.603
−0.745

−0.695
−0.494
−0.695
−0.925

≈

“dies, dagger”近似表⽰为 @'.BB'@'.'CD
+

, B.DE+@B.ECE
+

= −1.099,0.124
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

≈

两个列向量为单位向量且正交

8×5矩阵 8×2矩阵 2×2矩阵 2×5矩阵

将d1、d5、“dies, dagger”分别近似成2维向量，再于2维平⾯对⽐相似度

≈ −0.711 −0.930 −1.357 −1.378 −0.327
0.730 1.087 0.402 −1.397 −0.460
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

≈

两个列向量为单位向量且正交

8×5矩阵 8×2矩阵 2×2矩阵 2×5矩阵

将d1、d5、“dies, dagger”分别近似成2维向量，再于2维平⾯对⽐相似度

≈ −0.711 −0.930 −1.357 −1.378 −0.327
0.730 1.087 0.402 −1.397 −0.460

d1近似表⽰为 −0.711,0.730 ，d5近似表⽰为 −0.327, −0.460
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

“dies, dagger”近似表⽰为 −1.099,0.124
d1近似表⽰为 −0.711,0.730 ，d5近似表⽰为 −0.327, −0.460

可通过计算向量夹⾓判断相似度

d1: Romeo and Juliet.
d2: Juliet: O happy dagger!
d3: Romeo died by dagger.
d4: “Live free or die”, that’s the New-Hampshire’s motto.
d5: Did you know, New-Hampshire is in New-England.

若把d1、d5、“dies, dagger”分别近似成向量，是否可以
见到d1向量与“dies, dagger”向量更接近？
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

“dies, dagger”近似表⽰为 −1.099,0.124
d1近似表⽰为 −0.711,0.730 ，d5近似表⽰为 −0.327, −0.460

d1与q（即“dies, dagger”）的夹⾓⽐ d5与q（即“dies, dagger”）的夹⾓⼩

原点
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应⽤：潜在语义分析

例⼦取⾃Alex Thomo <SENG 474: Data Mining>

d1: Romeo and Juliet.
d2: Juliet: O happy dagger!
d3: Romeo died by dagger.
d4: “Live free or die”, that’s the New-Hampshire’s motto.
d5: Did you know, New-Hampshire is in New-England.

如果搜索 “dies, dagger”，该如何根
据相关性排列这五个⽂本？

d1⽐d2的排序更前
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应⽤：潜在语义分析

1 2 1 5
1 2 1 5

0 0 0
0 0 0

1 2 1 5
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
2 3 1
2 3 1

data
info
retrieval
brain
lung

例⼦取⾃Duen Horng Chau <Georgia Tech CSE6242: Latent Semantic Indexing>
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应⽤：潜在语义分析

1 2 1 5
1 2 1 5

0 0 0
0 0 0

1 2 1 5
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
2 3 1
2 3 1

≈

0.58
0.58

0
0

0.58
0
0

0
0.71
0.71

9.64 0
0 5.29

0.18 0.36 0.18 0.90 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.80 0.27

data
info
retrieval
brain
lung

例⼦取⾃Duen Horng Chau <Georgia Tech CSE6242: Latent Semantic Indexing>
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应⽤：潜在语义分析

1 2 1 5
1 2 1 5

0 0 0
0 0 0

1 2 1 5
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
2 3 1
2 3 1

≈

0.58
0.58

0
0

0.58
0
0

0
0.71
0.71

9.64 0
0 5.29

0.18 0.36 0.18 0.90 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.80 0.27

data
info
retrieval
brain
lung

例⼦取⾃Duen Horng Chau <Georgia Tech CSE6242: Latent Semantic Indexing>



本讲小结

奇异值分解在主成分分析、矩阵补全、潜在语义分析中的应⽤

HY,	2024

奇异值分解与低秩矩阵近似



Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> Lecture Notes

Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science> Slides

Dan Jackson <The Netflix Prize: How a $1 Million Contest Changed Binge-Watching Forever> Article

Alex Thomo <SENG 474: Data Mining> Lecture Notes and Slides

Duen Horng Chau <Georgia Tech CSE6242: Latent Semantic Indexing> Video

ccjou <线代启⽰录： SVD于矩阵近似的应⽤> Webpage
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LoRA

针对特定应⽤，⼤语⾔模型的微调（fine-tuning）消耗⼤量算⼒和训练时间

Ø GPT-4⼤约有1.8万亿个参数、100+层

max
<

log 𝑝< 𝒚= =∈𝒟= 𝒙= =∈𝒟

⟺max
∆<

log 𝑝<.A∆< 𝒚= =∈𝒟= 𝒙= =∈𝒟

∆Φ与Φ有相同的维数
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LoRA

针对特定应⽤，⼤语⾔模型的微调（fine-tuning）消耗⼤量算⼒和训练时间

Ø GPT-4⼤约有1.8万亿个参数、100+层

Ø 低秩适应（Low-Rank Adaptation）：核⼼思想是利⽤矩阵低秩的特点、

⽤带有少量训练参数的∆Φ Θ 近似∆Φ，即考虑如下近似问题

max
<

log 𝑝< 𝒚= =∈𝒟= 𝒙= =∈𝒟

⟺max
∆<

log 𝑝<.A∆< 𝒚= =∈𝒟= 𝒙= =∈𝒟

∆Φ与Φ有相同的维数

max
F

log 𝑝G-2∆G F 𝒚% %∈𝒟f 𝒙% %∈𝒟

类似思想在变分推断等⽅法中也有应⽤相⽐Φ，Θ中包含参数个数可降为0.01%
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LoRA

ICLR’22
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LoRA

考虑⽹络中的⼀层，输⼊为𝒙 ∈ ℝ-、输出为𝒉 ∈ ℝJ

ICLR’22

⼤语⾔模型的基本单元Transformer
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LoRA

考虑⽹络中的⼀层，输⼊为𝒙 ∈ ℝ-、输出为𝒉 ∈ ℝJ

ICLR’22

⼤语⾔模型的基本单元Transformer

𝒉 = 𝐖𝒙

其中𝐖 ∈ ℝJ×-
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LoRA

考虑⽹络中的⼀层，输⼊为𝒙 ∈ ℝ-、输出为𝒉 ∈ ℝJ

ICLR’22

⼤语⾔模型的基本单元Transformer

𝒉 = 𝐖𝒙 = 𝐖B + ∆𝐖 𝒙

其中𝐖,𝐖B, ∆𝐖 ∈ ℝJ×-
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LoRA
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𝒉 = 𝐖𝒙 = 𝐖B + ∆𝐖 𝒙 = 𝐖B + 𝐁𝐀 𝒙

其中𝐖,𝐖B, ∆𝐖 ∈ ℝJ×- , 𝐁 ∈ ℝJ×L , 𝐀 ∈ ℝL×- 𝑟 ≪ min 𝑑, 𝑘

max
F

log 𝑝G-2∆G F 𝒚% %∈𝒟f 𝒙% %∈𝒟

实际需要训练的参数数⽬变为：



谢谢！
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