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课程内容

HY,	2024

Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知



拉普拉斯矩阵

!"#



HY,	2024

图数据

Ø 主成分分析、奇异值分解：

o 将𝑚条𝑛维数据⽤𝑚×𝑛矩阵𝐗表⽰，再分析𝐗!𝐗的特征值/特征向量或𝐗的奇异

值/左右奇异向量，⽤于数据可视化、数据压缩、矩阵补全等

谱分析⽅法中的“谱”：矩阵特征值的集合



HY,	2024

图数据

Ø 主成分分析、奇异值分解：

o 将𝑚条𝑛维数据⽤𝑚×𝑛矩阵𝐗表⽰，再分析𝐗!𝐗的特征值/特征向量或𝐗的奇异

值/左右奇异向量，⽤于数据可视化、数据压缩、矩阵补全等

Ø 图数据是⼀类特殊的数据（可以⽤图表⽰的数据）

谱分析⽅法中的“谱”：矩阵特征值的集合

社交⽹络 交通⽹络 ⽹页超链接⽹络
（PageRank算法）
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图数据

Ø 图数据：⽤图𝒢 = 𝒱, ℰ 表⽰

o 集合𝒱包含图中所有顶点，记𝑛 = 𝒱 为顶点个数

o 集合ℰ包含图中所有边

1

2

3

4
𝒱 = 1,2,3,4 , 𝑛 = 4

ℰ = 1,2 , 2,1 , 2,3 , 3,2 , 2,4 , 4,2 , 3,4 , 4,3

* （对⽆向图的）另⼀种写法 ℰ = 1,2 , 2,3 , 2,4 , 3,4

默认 2,1 , 3,2 , 4,2 , 4,3 ∈ ℰ
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图数据

1

2

3

4

𝒱 = 1,2,3,4 , 𝑛 = 4

ℰ = 1,2 , 2,3 , 2,4 , 4,2 , 3,4

包含有向边

本课程不涉及的拓展情况

例：关注/被关注；引⽤/被引⽤

包含⾃环 1

2

3

4

带权边 1

2

3

4
4

2

3 1 例：交通⽹络，各地间距离不同
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图数据

Ø 图数据：⽤图𝒢 = 𝒱, ℰ 表⽰

o 集合𝒱包含图中所有顶点，记𝑛 = 𝒱 为顶点个数

o 集合ℰ包含图中所有边

能否⽤矩阵表征图𝒢，再通过分析矩阵的特征值/特征向量解决关于图数据的问题？

谱图论（spectral graph theory）

1

2

3

4
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矩阵表⽰

Ø 𝑛×𝑛的邻接矩阵𝐀（adjacency matrix）：A"# = 1当且仅当 𝑖, 𝑗 ∈ ℰ

1

2

3

4

𝐀

0 1
1 0

0 0
1 1

0 1
0 1

0 1
1 0
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矩阵表⽰

Ø 𝑛×𝑛的邻接矩阵𝐀（adjacency matrix）：A"# = 1当且仅当 𝑖, 𝑗 ∈ ℰ

Ø 𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋：𝐿"# = 𝐷"# − A"# = 7
顶点𝑖的度数, 若𝑖 = 𝑗,
−1, 若 𝑖, 𝑗 ∈ ℰ,
0, 其它情况.

1

2

3

4

𝐀

0 1
1 0

0 0
1 1

0 1
0 1

0 1
1 0

𝐃（度矩阵）

1 0
0 3

0 0
0 0

0 0
0 0

2 0
0 2

− =

𝐋

1 −1
−1 3

0 0
−1 −1

0 −1
0 −1

2 −1
−1 2
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矩阵表⽰

Ø 𝑛×𝑛的邻接矩阵𝐀（adjacency matrix）：A"# = 1当且仅当 𝑖, 𝑗 ∈ ℰ

Ø 𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋：𝐿"# = 𝐷"# − A"# = 7
顶点𝑖的度数, 若𝑖 = 𝑗,
−1, 若 𝑖, 𝑗 ∈ ℰ,
0, 其它情况.

1

2

3

4

𝐀

0 1
1 0

0 0
1 1

0 1
0 1

0 1
1 0

𝐃（度矩阵）

1 0
0 3

0 0
0 0

0 0
0 0

2 0
0 2

− =

𝐋

1 −1
−1 3

0 0
−1 −1

0 −1
0 −1

2 −1
−1 2

对本课程考虑的⽆向简单图，𝐀和𝐋都是对称矩阵，𝐋的每⾏或每列元素之和都为0
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矩阵表⽰

Ø 𝑛×𝑛的邻接矩阵𝐀（adjacency matrix）：A"# = 1当且仅当 𝑖, 𝑗 ∈ ℰ

Ø 𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋：𝐿"# = 𝐷"# − A"# = 7
顶点𝑖的度数, 若𝑖 = 𝑗,
−1, 若 𝑖, 𝑗 ∈ ℰ,
0, 其它情况.

1

2

3

4

𝐀

0 1
1 0

0 0
1 1

0 1
0 1

0 1
1 0

1 0
0 3

0 0
0 0

0 0
0 0

2 0
0 2

− =

𝐋

1 −1
−1 3

0 0
−1 −1

0 −1
0 −1

2 −1
−1 2

对本课程考虑的⽆向简单图，𝐀和𝐋都是对称矩阵，𝐋的每⾏或每列元素之和都为0

拉普拉斯
（法国，1749－1827）

𝐃（度矩阵）
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

化简𝒗!𝐋𝒗



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#

1 −1
−1 3

0 0
−1 −1

0 −1
0 −1

2 −1
−1 2

1

2

3

4

𝒗𝒗! 𝐋



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#

1 −1
−1 3

0 0
−1 −1

0 −1
0 −1

2 −1
−1 2

1

2

3

4

𝒗𝒗!

𝑣" − 𝑣#
3𝑣# − 𝑣" − 𝑣$ − 𝑣%
2𝑣$ − 𝑣# − 𝑣%
2𝑣% − 𝑣# − 𝑣$

𝐋



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#

1 −1
−1 3

0 0
−1 −1

0 −1
0 −1

2 −1
−1 2

1

2

3

4

𝒗𝒗!

𝑣" − 𝑣#
3𝑣# − 𝑣" − 𝑣$ − 𝑣%
2𝑣$ − 𝑣# − 𝑣%
2𝑣% − 𝑣# − 𝑣$

=

𝑣" − 𝑣#
𝑣# − 𝑣" + 𝑣# − 𝑣$ + 𝑣# − 𝑣%

𝑣$ − 𝑣# + 𝑣$ − 𝑣%
𝑣% − 𝑣# + 𝑣% − 𝑣$

𝐋



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#

1

2

3

4

𝑣" − 𝑣#
𝑣# − 𝑣" + 𝑣# − 𝑣$ + 𝑣# − 𝑣%

𝑣$ − 𝑣# + 𝑣$ − 𝑣%
𝑣% − 𝑣# + 𝑣% − 𝑣$

𝑣& 𝑣+ 𝑣, 𝑣-



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣# =>
"%&

$

>
#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

1

2

3

4



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣# =>
"%&

$

>
#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# = >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
"/#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
#/": #," ∈ℰ

𝑣# 𝑣# − 𝑣"1

2

3

4



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣# =>
"%&

$

>
#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# = >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
"/#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
#/": #," ∈ℰ

𝑣# 𝑣# − 𝑣"

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣# 𝑣# − 𝑣"

1

2

3

4

在⽆向图中，若 𝑗, 𝑖 ∈ ℰ则有 𝑖, 𝑗 ∈ ℰ



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣# =>
"%&

$

>
#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# = >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
"/#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
#/": #," ∈ℰ

𝑣# 𝑣# − 𝑣"

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣# 𝑣# − 𝑣"

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣# 𝑣" − 𝑣#

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#
+

1

2

3

4



化简𝒗!𝐋𝒗
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矩阵表⽰

Ø 可通过分析𝐋的特征值、特征向量处理图数据

Ø 可证𝑛×𝑛的拉普拉斯矩阵𝐋是半正定矩阵，即对任意向量𝒗 ∈ ℝ$有𝒗!𝐋𝒗 ≥ 0

=>
"%&

$

𝑣" >
#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣# =>
"%&

$

>
#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# = >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
"/#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣#

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
#/": #," ∈ℰ

𝑣# 𝑣# − 𝑣"

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" 𝑣" − 𝑣# + >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣# 𝑣# − 𝑣"

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣# 𝑣" − 𝑣#

= >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#
+

1

2

3

4

恒为⾮负值 半正定矩阵𝐋的特征值⾮负
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矩阵表⽰

𝒗!𝐋𝒗 = >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#
+

1

2

3

4

的含义？
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矩阵表⽰

𝒗!𝐋𝒗 = >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#
+

的含义

1

2

3

4

𝑣& − 𝑣+ + + 𝑣+ − 𝑣, + + 𝑣+ − 𝑣- + + 𝑣, − 𝑣- +
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矩阵表⽰

𝒗!𝐋𝒗 = >
".#: ",# ∈ℰ

𝑣" − 𝑣#
+

o 若每个顶点𝑖分配⼀个值𝑣"，𝒗!𝐋𝒗刻画相邻顶点的值的差的平⽅和

的含义

1

2

3

4

𝑣& − 𝑣+ + + 𝑣+ − 𝑣, + + 𝑣+ − 𝑣- + + 𝑣, − 𝑣- +

𝒗!𝐋𝒗的值⼩说明相邻点有类似的𝑣"值

例：社交⽹络好友的年龄
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矩阵表⽰

1

2

3

4

𝐋的特征值与特征向量包含了图的许多特征

Ø ⾄少有⼀个特征值为0
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矩阵表⽰

1

2

3

4

𝐋的特征值与特征向量包含了图的许多特征

Ø ⾄少有⼀个特征值为0

构造单位向量𝒗 = &
$
, &
$
, … , &

$

!
，易证𝐋𝒗 = 0𝒗

𝐋𝒗 =
1 −1
−1 3

0 0
−1 −1

0 −1
0 −1

2 −1
−1 2

1
4

1
1
1
1

=
0
0
0
0

回顾：⽆向简单图中𝐋的每⾏之和都为0
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矩阵表⽰

1

2

3

4

𝐋的特征值与特征向量包含了图的许多特征

Ø ⾄少有⼀个特征值为0

Ø 零特征值的个数等于连通⼦图的个数

5
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矩阵表⽰

1

2

3

4

𝐋的特征值与特征向量包含了图的许多特征

Ø ⾄少有⼀个特征值为0

Ø 零特征值的个数等于连通⼦图的个数

5
𝐋 =

1 0
0 2

0 0 −1
−1 −1 0

0 −1
0 −1
−1 0

2 −1 0
−1 2 0
0 0 1

注意：特征向量不唯⼀



拉普拉斯矩阵的特征值与特征向量

!"#
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

由𝐋是实对称矩阵可得：（证明参见Courant-Fischer最⼩最⼤定理）

定理引⾃Christopher Musco <NYU CS-GY 6763: Algorithmic Machine Learning and Data Science>
另可参见Xianyi Zeng <UTEP MATH 5330: Computational Methods of Linear Algebra>

以及Wing-Kin Ma <CUHK ENGG 5781: Matrix Analysis and Computations>

最优⽬标函数值𝒗"!𝐋𝒗" = 𝒗"!𝜆"𝒗" = 𝜆"（即最⼤特征值）



HY,	2024

特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

由𝐋是实对称矩阵可得：（证明参见Courant-Fischer最⼩最⼤定理）

定理引⾃Christopher Musco <NYU CS-GY 6763: Algorithmic Machine Learning and Data Science>
另可参见Xianyi Zeng <UTEP MATH 5330: Computational Methods of Linear Algebra>

以及Wing-Kin Ma <CUHK ENGG 5781: Matrix Analysis and Computations>
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

由𝐋是实对称矩阵可得：（证明参见Courant-Fischer最⼩最⼤定理）

定理引⾃Christopher Musco <NYU CS-GY 6763: Algorithmic Machine Learning and Data Science>
另可参见Xianyi Zeng <UTEP MATH 5330: Computational Methods of Linear Algebra>

以及Wing-Kin Ma <CUHK ENGG 5781: Matrix Analysis and Computations>

𝒗"!𝐋𝒗" = 𝒗"!𝜆"𝒗" = 𝜆"（即最⼤特征值）

𝒗#!𝐋𝒗# = 𝒗#!𝜆#𝒗# = 𝜆#（即第⼆⼤特征值）

𝒗$!𝐋𝒗$ = 𝒗$!𝜆$𝒗$ = 𝜆$（即第三⼤特征值）

𝒗&!𝐋𝒗& = 𝒗&!𝜆&𝒗& = 𝜆&（即最⼩特征值）
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

由𝐋是实对称矩阵可得：

证明：

步骤⼀：⽤𝐋的单位特征向量𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰任意单位向量𝒗 = ∑" 𝒗" , 𝒗 𝒗"

步骤⼆：将𝐋写成∑" 𝜆"𝒗" 𝒗"!，利⽤正交性化简⽬标函数得∑" 𝜆" 𝒗" , 𝒗 +

步骤三：因𝒗是单位向量，有∑" 𝒗" , 𝒗 + = 1，得⽬标函数最⼤值为𝜆&，由𝒗 = 𝒗&取得
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

由𝐋是实对称矩阵可得：

证明：

步骤⼀：⽤𝐋的单位特征向量𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰任意单位向量𝒗 = ∑"0& 𝒗" , 𝒗 𝒗"

步骤⼆：将𝐋写成∑" 𝜆"𝒗" 𝒗"!，利⽤正交性化简⽬标函数得∑"0& 𝜆" 𝒗" , 𝒗 +

步骤三：因𝒗是单位向量，有∑" 𝒗" , 𝒗 + = 1，得⽬标函数最⼤值为𝜆+，由𝒗 = 𝒗+取得
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

由𝐋是实对称矩阵可得：

定理引⾃Christopher Musco <NYU CS-GY 6763: Algorithmic Machine Learning and Data Science>
另可参见Xianyi Zeng <UTEP MATH 5330: Computational Methods of Linear Algebra>

以及Wing-Kin Ma <CUHK ENGG 5781: Matrix Analysis and Computations>
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

回顾𝒗!𝐋𝒗 = ∑".#: ",# ∈ℰ 𝑣" − 𝑣#
+
（相邻顶点的值的差的平⽅和）

1

2

3

4
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

回顾𝒗!𝐋𝒗 = ∑".#: ",# ∈ℰ 𝑣" − 𝑣#
+
（相邻顶点的值的差的平⽅和）

Ø 特征向量𝒗& = 𝑣&&, 𝑣&+, … , 𝑣&$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

1

2

3

4
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

回顾𝒗!𝐋𝒗 = ∑".#: ",# ∈ℰ 𝑣" − 𝑣#
+
（相邻顶点的值的差的平⽅和）

Ø 特征向量𝒗& = 𝑣&&, 𝑣&+, … , 𝑣&$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

Ø ...

Ø 特征向量𝒗$1& = 𝑣$1&,&, 𝑣$1&,+, … , 𝑣$1&,$
!

：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$1&,"与𝑣$1&,#相差较⼩

Ø 特征向量𝒗$ = 𝑣$&, 𝑣$+, … , 𝑣$$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$"与𝑣$#相等

可证 𝒗$!𝐋𝒗$ = 𝒗$!𝜆$𝒗$ = 𝜆$ = 0，说明∑".#: ",# ∈ℰ 𝑣$" − 𝑣$#
+ = 0

1

2

3

4
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

Ø 特征向量𝒗&：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

Ø 特征向量𝒗$1& = 𝑣$1&,&, 𝑣$1&,+, … , 𝑣$1&,$
!

：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$1&,"与𝑣$1&,#相差较⼩
Ø 特征向量𝒗$ = 𝑣$&, 𝑣$+, … , 𝑣$$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$"与𝑣$#相等
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

Ø 特征向量𝒗&：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

Ø 特征向量𝒗$1& = 𝑣$1&,&, 𝑣$1&,+, … , 𝑣$1&,$
!

：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$1&,"与𝑣$1&,#相差较⼩
Ø 特征向量𝒗$ = 𝑣$&, 𝑣$+, … , 𝑣$$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$"与𝑣$#相等

1

2

3

4

𝒗$ 𝒗&𝒗$1&
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

Ø 特征向量𝒗&：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

Ø 特征向量𝒗$1& = 𝑣$1&,&, 𝑣$1&,+, … , 𝑣$1&,$
!

：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$1&,"与𝑣$1&,#相差较⼩
Ø 特征向量𝒗$ = 𝑣$&, 𝑣$+, … , 𝑣$$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$"与𝑣$#相等

20个顶点连成环的图



HY,	2024

特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

Ø 特征向量𝒗&：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

Ø 特征向量𝒗$1& = 𝑣$1&,&, 𝑣$1&,+, … , 𝑣$1&,$
!

：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$1&,"与𝑣$1&,#相差较⼩
Ø 特征向量𝒗$ = 𝑣$&, 𝑣$+, … , 𝑣$$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$"与𝑣$#相等

图⽚取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox>

（存在值相同的情况）

20个顶点连成环的图

计算𝐋的特征向量𝒗"与𝒗#

为20个点分别画出
𝑣"", 𝑣#" , 𝑣"#, 𝑣## , … , 𝑣",#(, 𝑣#,#(

⽤红线把实际图中相邻的点连接起来（每个
点有两条红线）

𝒗&

𝒗+
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

Ø 特征向量𝒗&：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

Ø 特征向量𝒗$1& = 𝑣$1&,&, 𝑣$1&,+, … , 𝑣$1&,$
!

：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$1&,"与𝑣$1&,#相差较⼩
Ø 特征向量𝒗$ = 𝑣$&, 𝑣$+, … , 𝑣$$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$"与𝑣$#相等

图⽚取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox>

second-lowest	eigenvector

th
ir
d-
lo
w
es
t	e
ig
en
ve
ct
or

20个顶点连成环的图

（存在值相同的情况）

𝒗&

𝒗+

𝒗$1&

𝒗$1+

（所有点的𝑣&)都相等，故不画𝒗&）
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

Ø 特征向量𝒗&：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

Ø 特征向量𝒗$1& = 𝑣$1&,&, 𝑣$1&,+, … , 𝑣$1&,$
!

：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$1&,"与𝑣$1&,#相差较⼩
Ø 特征向量𝒗$ = 𝑣$&, 𝑣$+, … , 𝑣$$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$"与𝑣$#相等

400个顶点构成的20x20⽹格状的图
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特征向量

⽤𝒗&, 𝒗+, … , 𝒗$表⽰𝐋的单位特征向量（依次对应𝜆& ≥ 𝜆+ ≥ ⋯ ≥ 𝜆$ ≥ 0）

Ø 特征向量𝒗&：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣&"与𝑣&#相差较⼤

Ø 特征向量𝒗$1& = 𝑣$1&,&, 𝑣$1&,+, … , 𝑣$1&,$
!

：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$1&,"与𝑣$1&,#相差较⼩
Ø 特征向量𝒗$ = 𝑣$&, 𝑣$+, … , 𝑣$$ !：对相邻点𝑖与𝑗，𝑣$"与𝑣$#相等

图⽚取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox>

second-lowest	eigenvector

th
ir
d-
lo
w
es
t	e
ig
en
ve
ct
or

400个顶点构成的20x20⽹格状的图

𝒗&

𝒗+

𝒗$1&

𝒗$1+
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谱嵌⼊

谱嵌⼊（spectral embedding）：为图中每个顶点找到低维表⽰（如⽤⼀个实数表

⽰），使得相邻顶点有相似的表⽰

例：每个顶点⽤⼀个实数表⽰（每个顶点的嵌⼊属于ℝ）

1

2 3

4 5

7 8

6



HY,	2024

谱嵌⼊

谱嵌⼊（spectral embedding）：为图中每个顶点找到低维表⽰（如⽤⼀个实数表

⽰），使得相邻顶点有相似的表⽰

例：每个顶点⽤⼀个实数表⽰（每个顶点的嵌⼊属于ℝ）

1

2 3

4 5

7 8

6
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谱嵌⼊

谱嵌⼊（spectral embedding）：为图中每个顶点找到低维表⽰（如⽤⼀个实数表

⽰），使得相邻顶点有相似的表⽰

例：每个顶点⽤⼀个实数表⽰（每个顶点的嵌⼊属于ℝ）

𝒗$ 𝒗$1&

1

2 3

4 5

7 8

6



HY,	2024

谱嵌⼊

谱嵌⼊（spectral embedding）：为图中每个顶点找到低维表⽰（如⽤⼀个实数表

⽰），使得相邻顶点有相似的表⽰

例：每个顶点⽤⼀个实数表⽰（每个顶点的嵌⼊属于ℝ）

𝒗$1&

1,2,3 4 5 6,7,8

1

2 3

4 5

7 8

6
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谱嵌⼊

谱嵌⼊（spectral embedding）：为图中每个顶点找到低维表⽰（如⽤⼀个实数表

⽰），使得相邻顶点有相似的表⽰

例：每个顶点⽤两个实数表⽰（每个顶点的嵌⼊属于ℝ+）

𝒗$1+𝒗$1&

1

2 3

4 5

7 8

6
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谱嵌⼊

谱嵌⼊（spectral embedding）：为图中每个顶点找到低维表⽰（如⽤⼀个实数表

⽰），使得相邻顶点有相似的表⽰

例：每个顶点⽤两个实数表⽰（每个顶点的嵌⼊属于ℝ+）

𝒗$1+𝒗$1&

1

2 3

4 5

7 8

6

3

1

2
4 5

6

7

8
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谱嵌⼊

谱嵌⼊（spectral embedding）：为图中每个顶点找到低维表⽰（如⽤⼀个实数表

⽰），使得相邻顶点有相似的表⽰

例：每个顶点⽤三个实数表⽰（每个顶点的嵌⼊属于ℝ,）

𝒗$1+𝒗$1&

1

2 3

4 5

7 8

6

𝒗$1𝟑
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谱嵌⼊

谱嵌⼊（spectral embedding）：为图中每个顶点找到低维表⽰（如⽤⼀个实数表

⽰），使得相邻顶点有相似的表⽰

例：每个顶点⽤三个实数表⽰（每个顶点的嵌⼊属于ℝ,）

𝒗$1+𝒗$1&

1

2 3

4 5

7 8

6

𝒗$1𝟑

6

8

7

5
4

3
1

2



谱聚类

!"#
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谱聚类

谱聚类（spectral clustering）：如何根据图的谱（如𝐋的特征值）对图中顶点聚类？

1

2 3

4 5

7 8

6
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谱聚类

谱聚类（spectral clustering）：如何根据图的谱（如𝐋的特征值）对图中顶点聚类？

观察⼀个空⼿道俱乐部在1970～1972期间的变化

俱乐部部长与教练就是否涨价的问题分道扬镳，俱
乐部⼀分为⼆

论⽂作者Zachary根据34个会员此前在俱乐部外的
社交数据，准确预测出33个会员的去向

图⽚取⾃WW Zachary <An Information Flow Model for Conflict and Fission in Small Groups>、Wikipedia <Zachary's karate club>

⼈类学例⼦
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谱聚类

谱聚类（spectral clustering）：如何根据图的谱（如𝐋的特征值）对图中顶点聚类？

图⽚取⾃Christopher Musco <NYU CS-GY 6763 - Algorithmic Machine Learning and Data Science>
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谱聚类

谱聚类（spectral clustering）：如何根据图的谱（如𝐋的特征值）对图中顶点聚类？

图⽚取⾃Christopher Musco <NYU CS-GY 6763 - Algorithmic Machine Learning and Data Science>

解决谱聚类问题有助于：
（1）解决社交⽹络中许多应⽤问题；（2）解决⽆监督机器学习中⾮线性聚类问题
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

* 对于如何建模图的分割问题，有多种不同的⽅法
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

1

2 3

4 5

7 8

6

𝒮 𝒱 ∖ 𝒮

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 = 3
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 = min 5,3 = 3
⽬标函数值为1
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

1

2 3

4 5

7 8

6

𝒮 𝒱 ∖ 𝒮

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 = 1
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 = min 4,4 = 4

⽬标函数值为&
-
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

尽量减⼩ cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 ：避免将过多有连接的点分割到不同集合

尽量增⼤ min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 ：避免分割出的两个集合⼤⼩不均衡

1

2 3

4 5

7 8

6 1

2 3

4 5

7 8

6 1

2 3

4 5

7 8

6

⽬标函数值为1 ⽬标函数值为&
- ⽬标函数值为3
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

NP难问题，⼀种（近似）解决⽅案：⽤拉普拉斯矩阵等改写问题（新问题是原问题的近似）
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

⽤向量𝒗 ∈ −1,1 $（即所有𝑣"只能取1或−1）表⽰各顶点被划到哪个集合：

𝑣" = −1对应顶点𝑖被划到集合𝒮，𝑣" = 1对应顶点𝑖被划到集合𝒱 ∖ 𝒮

1

2 3

4 5

7 8

6
𝒗 = −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 !
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

⽤向量𝒗 ∈ −1,1 $（即所有𝑣"只能取1或−1）表⽰各顶点被划到哪个集合：

𝑣" = −1对应顶点𝑖被划到集合𝒮，𝑣" = 1对应顶点𝑖被划到集合𝒱 ∖ 𝒮

min
1
4
𝒗!𝐋𝒗

s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ −1,1 $.

将原问题近似为： 拉普拉斯矩阵
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

⽤向量𝒗 ∈ −1,1 $（即所有𝑣"只能取1或−1）表⽰各顶点被划到哪个集合：

𝑣" = −1对应顶点𝑖被划到集合𝒮，𝑣" = 1对应顶点𝑖被划到集合𝒱 ∖ 𝒮

min
1
4
𝒗!𝐋𝒗

s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ −1,1 $.

将原问题近似为：
回顾⽬标函数 𝒗!𝐋𝒗 = ∑".#: ",# ∈ℰ 𝑣" − 𝑣#

+

易证在当前𝒗定义下，𝒗!𝐋𝒗 = 4cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮

1

2 3

4 5

7 8

6

𝒮 𝒱 ∖ 𝒮
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

⽤向量𝒗 ∈ −1,1 $（即所有𝑣"只能取1或−1）表⽰各顶点被划到哪个集合：

𝑣" = −1对应顶点𝑖被划到集合𝒮，𝑣" = 1对应顶点𝑖被划到集合𝒱 ∖ 𝒮

min
1
4
𝒗!𝐋𝒗

s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ −1,1 $.

将原问题近似为： 𝒗!𝟏 = 𝑣& + 𝑣+ +⋯+ 𝑣$
易证 𝒗!𝟏 = 𝒱 ∖ 𝒮 − 𝒮

1

2 3

4 5

7 8

6

𝒮 𝒱 ∖ 𝒮
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

⽤向量𝒗 ∈ −1,1 $（即所有𝑣"只能取1或−1）表⽰各顶点被划到哪个集合：

𝑣" = −1对应顶点𝑖被划到集合𝒮，𝑣" = 1对应顶点𝑖被划到集合𝒱 ∖ 𝒮

min
1
4
𝒗!𝐋𝒗

s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ −1,1 $.

将原问题近似为： 𝒗!𝟏 = 𝑣& + 𝑣+ +⋯+ 𝑣$
易证 𝒗!𝟏 = 𝒱 ∖ 𝒮 − 𝒮

1

2 3

4 5

7 8

6

𝒮 𝒱 ∖ 𝒮

将原问题中增⼤min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 的⽬的近似
为等式约束 𝒗!𝟏 = 0，即 𝒱 ∖ 𝒮 = 𝒮
（因为 𝒮 + 𝒱 ∖ 𝒮 取值固定，⼆者相等时
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 值最⼤）
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

⽤向量𝒗 ∈ −1,1 $（即所有𝑣"只能取1或−1）表⽰各顶点被划到哪个集合：

𝑣" = −1对应顶点𝑖被划到集合𝒮，𝑣" = 1对应顶点𝑖被划到集合𝒱 ∖ 𝒮

min
1
4𝒗

!𝐋𝒗
s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ −1,1 $.

近似问题1

离散决策变量不好处理
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

⽤向量𝒗 ∈ −1,1 $（即所有𝑣"只能取1或−1）表⽰各顶点被划到哪个集合：

𝑣" = −1对应顶点𝑖被划到集合𝒮，𝑣" = 1对应顶点𝑖被划到集合𝒱 ∖ 𝒮

min
1
4𝒗

!𝐋𝒗
s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ −1,1 $.

近似问题1

离散决策变量不好处理

再近似 min
1
4𝒗

!𝐋𝒗
s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ ℝ$.

近似问题2

先考虑连续变量，得到最优解后再
近似为离散变量（如根据正负等）
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谱聚类

min
1
4
𝒗!𝐋𝒗

s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ ℝ".

近似问题2

（得到最优解后再近似为离散变量）
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谱聚类

min
1
4
𝒗!𝐋𝒗

s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ ℝ".

近似问题2

“等价于”
min𝒗!𝐋𝒗
s. t. 𝒗!𝒗𝒏 = 0,

𝒗 = 1,
var. 𝒗 ∈ ℝ".

近似问题2

回顾：𝐋的最⼩特征值对应单位特征向量

𝒗𝒏 =
1
𝑛
,
1
𝑛
, … ,

1
𝑛

!

（得到最优解后再近似为离散变量）
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谱聚类

min
1
4
𝒗!𝐋𝒗

s. t. 𝒗!𝟏 = 0,
var. 𝒗 ∈ ℝ".

近似问题2

“等价于”
min𝒗!𝐋𝒗
s. t. 𝒗!𝒗𝒏 = 0,

𝒗 = 1,
var. 𝒗 ∈ ℝ".

近似问题2

回顾前⾯介绍的
Courant-Fischer最⼩最⼤定理

所以，近似问题2的最优解即：

拉普拉斯矩阵的第⼆⼩特征值对应的特征向量𝒗$1&

（得到最优解后再近似为离散变量）
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谱聚类

给定𝒢 = 𝒱, ℰ ，求解以下问题：

min
𝒮⊂𝒱

cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮
min 𝒮 , 𝒱 ∖ 𝒮 .

其中，cut 𝒮, 𝒱 ∖ 𝒮 是横跨两个顶点集合𝒮与𝒱 ∖ 𝒮的边的数⽬。

稀疏割问题（Sparsest Cut）

基于谱⽅法的近似分割

（1）计算图𝒢的拉普拉斯矩阵𝐋

（2）计算矩阵𝐋的第⼆⼩特征值对应的特征向量𝒗$1&

（3）根据每个顶点𝑖的值𝑣$1&,"将其划到集合𝒮或集合𝒱 ∖ 𝒮（如以0或中值为界）
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谱聚类

基于谱⽅法的近似分割

（1）计算图𝒢的拉普拉斯矩阵𝐋

（2）计算矩阵𝐋的第⼆⼩特征值对应的特征向量𝒗$1&

（3）根据每个顶点𝑖的值𝑣$1&,"将其划到集合𝒮或集合𝒱 ∖ 𝒮（如以0或中值为界）

顶点编号

𝑣$1&,"

图⽚取⾃Jianjun Cheng et. al, <A Divisive Spectral Method for Network Community Detection>

前述空⼿道俱乐部例⼦
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谱聚类

基于谱⽅法的近似分割

（1）计算图𝒢的拉普拉斯矩阵𝐋

（2）计算矩阵𝐋的第⼆⼩特征值对应的特征向量𝒗$1&

（3）根据每个顶点𝑖的值𝑣$1&,"将其划到集合𝒮或集合𝒱 ∖ 𝒮（如以0或中值为界）

排序

图⽚取⾃Enhong Chen and Linli Xu <Machine Learning and Knowledge Discovery – Spectral Clustering>

𝑣$1&,"
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谱聚类

基于谱⽅法的近似分割

（1）计算图𝒢的拉普拉斯矩阵𝐋

（2）计算矩阵𝐋的第⼆⼩特征值对应的特征向量𝒗$1&

（3）根据每个顶点𝑖的值𝑣$1&,"将其划到集合𝒮或集合𝒱 ∖ 𝒮（如以0或中值为界）

排序

图⽚取⾃Enhong Chen and Linli Xu <Machine Learning and Knowledge Discovery – Spectral Clustering>

𝑣$1&,"



本讲小结

谱嵌⼊与谱聚类的应⽤
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拉普拉斯矩阵的特征值与特征向量
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