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Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知



信号恢复最优化问题

!"#$
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优化问题

给定𝑝×𝑛测量矩阵𝐂、𝑛×𝑛矩阵𝐕、𝑝×1测量向量𝒚，求解：
min 𝒔 !

s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.
𝒔 !为𝑛×1稀疏向量𝒔的⾮零元素个数。

压缩感知中的信号恢复问题（Signal Recovery Problem in Compressive Sensing）

原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
'𝒙 = 𝐕(𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到(𝒔

（1）恢复信号'𝒙能否有效地还原原始信号𝒙？
（2）如何解决信号恢复的最优化问题？

信号感知 信号恢复

✓
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

什么是凸优化问题（convex optimization）？

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

* 最⼤化问题可以改写成最⼩化问题
* 𝒙 ∈ 𝒞可以是关于𝒙的等式/不等式，或限定𝒙取整数等
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集（convex set）：

凸集 ⾮凸集

集合中任取两点，两点间线段上的点
也属于集合



HY,	2024

优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集（convex set）：

例：可⾏域 𝑥!, 𝑥" -𝑥!" + 𝑥"" ≤ 1 是凸集集合中任取两点，两点间线段上的点
也属于集合

例：可⾏域 𝑥!, 𝑥" -𝑥!" + 𝑥"" ≥ 1, 0 ≤ 𝑥!, 𝑥" ≤ 1 是⾮凸集

定义：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞，则集合𝒞为凸集。
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集（convex set）：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

集合 𝒔 ∈ ℝ#|𝐂𝐕𝒔 = 𝒚 是否是凸集？



HY,	2024

优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集（convex set）：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

集合 𝒔 ∈ ℝ#|𝐂𝐕𝒔 = 𝒚 是否是凸集？

若𝒔!, 𝒔"分别满⾜𝐂𝐕𝒔! = 𝒚与𝐂𝐕𝒔" = 𝒚，易证𝜆𝒔! + 1 − 𝜆 𝒔"满⾜𝐂𝐕 𝜆𝒔! + 1 − 𝜆 𝒔" = 𝒚
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集（convex set）：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

集合 𝒔 ∈ ℝ#|𝐂𝐕𝒔 = 𝒚 是否是凸集？

若𝒔!, 𝒔"分别满⾜𝐂𝐕𝒔! = 𝒚与𝐂𝐕𝒔" = 𝒚，易证𝜆𝒔! + 1 − 𝜆 𝒔"满⾜𝐂𝐕 𝜆𝒔! + 1 − 𝜆 𝒔" = 𝒚

例：若𝒔 = 𝑠!, 𝑠" ∈ ℝ" ，且等式约束为𝑠! + 𝑠" = 1。易见𝒔的可⾏域是⼀条直线

例：若𝒔 = 𝑠!, 𝑠", 𝑠$ ∈ ℝ$ ，且等式约束为𝑠! + 𝑠" + 𝑠$ = 1。易见𝒔的可⾏域是⼀个平⾯
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸函数：

函数及其以上的区域是凸集

图⽚取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox>

凸函数 ⾮凸函数
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

𝑓 4
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

𝑓 4

𝒙 𝒚𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚

𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

𝑓 4

𝒙 𝒚𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚

𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

𝑓 4

𝒙 𝒚𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚

𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚

𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔" 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ" 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.
其中，𝑓 4 , 𝑔" 4 为凸函数、ℎ" 𝒙 为仿射函数。

凸优化问题的标准形式

即𝐀𝒙 − 𝒃形式
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔" 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ" 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.
其中，𝑓 4 , 𝑔" 4 为凸函数、ℎ" 𝒙 为仿射函数。

凸优化问题的标准形式

即𝐀𝒙 − 𝒃形式

如何判断函数是不是凸函数：若函数⼆次可微，检查其海森矩阵是否是半正定矩阵（细节略）
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔" 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ" 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.
其中，𝑓 4 , 𝑔" 4 为凸函数、ℎ" 𝒙 为仿射函数。

凸优化问题的标准形式

即𝐀𝒙 − 𝒃形式

如何判断函数是不是凸函数：若函数⼆次可微，检查其海森矩阵是否是半正定矩阵（细节略）

例，对𝑓 𝑥!, 𝑥" ，检查

%!& '",'!
%'"!

%!& '",'!
%'"%'!

%!& '",'!
%'!%'"

%!& '",'!
%'!!
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔" 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ" 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.
其中，𝑓 4 , 𝑔" 4 为凸函数、ℎ" 𝒙 为仿射函数。

凸优化问题的标准形式

凸优化问题的优异性质：局部最优解⼀定是全局最优解

𝑓 𝑥$, 𝑥%

𝑥$
𝑥%
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优化问题

min 𝑓 𝒙
s. t. 𝒙 ∈ 𝒞.

⽬标函数是凸函数
可⾏域是凸集

凸集：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞。

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔" 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ" 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.
其中，𝑓 4 , 𝑔" 4 为凸函数、ℎ" 𝒙 为仿射函数。

凸优化问题的标准形式

⾮凸优化问题：局部最优解不⼀定是全局最优解

𝑓 𝑥$, 𝑥%

𝑥$𝑥%
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题

Ø 可⾏域是凸集

Ø ⽬标函数是⾮凸函数

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题

Ø 可⾏域是凸集

Ø ⽬标函数是⾮凸函数

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

例：若𝒔 ∈ ℝ

𝑠

𝑠 !

1

0
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题

Ø 可⾏域是凸集

Ø ⽬标函数是⾮凸函数

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

例：若𝒔 ∈ ℝ

𝑠

𝑠 !

1

0

例：若𝒔 ∈ ℝ"，分析⽬标函数在 1,0 , 0,1 两点的取值
以及在 𝜆, 1 − 𝜆 的取值，也可见⾮凸性

凸函数：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，函数𝑓 9 满⾜
𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

𝒙 𝒚
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

属于组合优化的范畴

𝑛×1稀疏向量 𝒔

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕

=

𝑝×1测量向量 𝒚
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

属于组合优化的范畴

𝑛×1稀疏向量 𝒔

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕

=

𝑝×1测量向量 𝒚

如果知道向量𝒔⾮零元素的个数及位置，
容易直接求解𝐂𝐕𝒔 = 𝒚

但实际不知道𝒔⾮零元素的个数及位置，
如果穷举各种可能性：

𝑛
1 + 𝑛

2 +⋯+ 𝑛
𝑛 ~2&

指数时间复杂度

分析取⾃清华⼤学张颢 <现代数字信号处理2>
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%



HY,	2024

优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

易证 𝒔 !和 𝒔 "都是凸函数

9 !满⾜ 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ! ≤ 𝜆 𝒙 ! + 1 − 𝜆 𝒚 !

9 "满⾜ 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 " ≤ 𝜆 𝒙 " + 1 − 𝜆 𝒚 "（两边之和⼤于第三边）
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例：

𝑠$

𝑠%

可⾏域

可⾏域上哪些点对应的 𝒔 )最⼩？

min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例：

𝑠$

𝑠%

可⾏域

min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例：

𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%

min 𝒔 $
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例：

𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%

等⾼线上的点对应的 𝒔 #值相等

min 𝒔 $
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例：

𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%

越外围的等⾼线对应的 𝒔 #值越⼤

min 𝒔 $
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.



min 𝒔 $
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例： min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%

最优解的位置与L0-范数问题的⼀个最优解重合



min 𝒔 %
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

min 𝒔 $
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例： min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%



min 𝒔 %
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

min 𝒔 $
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例： min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%



min 𝒔 %
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

min 𝒔 $
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

L1-范数 L2-范数H
"&$

#

𝑠" H
"&$

#

𝑠"%

0

例： min 𝒔 !
s. t. 𝑠$ + 2𝑠% = 2.

𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%

0
𝑠$

𝑠%

最优解的位置与L0-范数问题的最优解不同



min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.
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优化问题

问题 是⾮凸优化问题，是NP难问题min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

解决⽅案：⽤新⽬标函数近似原⽬标函数 𝒔 ! 候选： 𝒔 $以及 𝒔 %

min 𝒔 %
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

图⽚取⾃Steven L. Brunton, J. Nathan Kutz
<Data Driven Science & Engineering - Machine Learning, Dynamical Systems, and Control>

𝐂𝐕 𝐂𝐕

更能保证得到稀疏的𝒔
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优化问题

可以严格证明，在⼀些条件下，L1最⼩化问题的最优解是原信号（图像）的𝒔



基于线性规划的求解法

!"#$
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线性规划

求解近似问题 min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.
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线性规划

求解近似问题 min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

凸优化问题中最容易求解的问题之⼀是线性规划（linear programming）

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔" 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ" 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.
其中，𝑓 4 , 𝑔" 4 为凸函数、ℎ" 𝒙 为仿射函数。

凸优化问题的标准形式
min 𝒂!𝒙 + 𝑏!
s.t. 𝒂"𝒙 + 𝑏" ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝒅'𝒙 + 𝑐' = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.

线性规划问题

当𝑓 9 , 𝑔* 9 也都是仿射函数时
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线性规划

求解近似问题 min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

凸优化问题中最容易求解的问题之⼀是线性规划（linear programming）

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔" 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ" 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.
其中，𝑓 4 , 𝑔" 4 为凸函数、ℎ" 𝒙 为仿射函数。

凸优化问题的标准形式
min 𝒂!𝒙 + 𝑏!
s.t. 𝒂"𝒙 + 𝑏" ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝒅'𝒙 + 𝑐' = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.

线性规划问题

当𝑓 9 , 𝑔* 9 也都是仿射函数时

⾼中学过图解法求解⼆元线性规划

得益于线性规划在⼯业界的⼴泛应⽤，已有多种多项式时间算法可以⾼效求得⼤规模（如包含上
千万个决策变量）线性规划问题的全局最优解

在所有类型的优化问题中，线性规划或许是最兼具易解性与适⽤性的问题
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线性规划

求解近似问题 minH
"&$

#

𝑠"

s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒂!𝒙 + 𝑏!
s.t. 𝒂"𝒙 + 𝑏" ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝒅'𝒙 + 𝑐' = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.

线性规划问题

是否是线性规划？可否改写成线性规划？
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线性规划

求解近似问题 minH
"&$

#

𝑠"

s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒂!𝒙 + 𝑏!
s.t. 𝒂"𝒙 + 𝑏" ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝒅'𝒙 + 𝑐' = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.

线性规划问题

是否是线性规划？可否改写成线性规划？

引⼊新变量𝒕，将问题改写为线性规划问题：

minH
"&$

#

𝑡"

s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚,
𝑡" ≥ 𝑠" , ∀𝑖,
𝑡"≥ −𝑠" , ∀𝑖.

𝒕, 𝒔 ∈ ℝ#都是决策变量
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线性规划

求解近似问题 minH
"&$

#

𝑠"

s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒂!𝒙 + 𝑏!
s.t. 𝒂"𝒙 + 𝑏" ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝒅'𝒙 + 𝑐' = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℝ#.

线性规划问题

是否是线性规划？可否改写成线性规划？

引⼊新变量𝒕，将问题改写为线性规划问题：

minH
"&$

#

𝑡"

s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚,
𝑡" ≥ 𝑠" , ∀𝑖,
𝑡"≥ −𝑠" , ∀𝑖.

𝒕, 𝒔 ∈ ℝ#都是决策变量

* 𝑡* ≥ 𝑠*与𝑡* ≥ −𝑠*对应𝑡* ≥ max 𝑠*, −𝑠* = 𝑠*

* 对最优解𝑡*∗, 𝑠*∗，⼀定有𝑡*∗ = 𝑠*∗ （可反证得）
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线性规划

可将问题 改写成线性规划再求解min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

实际中可考虑的其它问题建模⽅式：

min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 − 𝒚 % ≤ 𝜀.

min 𝜆 𝒔 $ + 𝐂𝐕𝒔 − 𝒚 %
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实验⼀：对⽐L1与L2范数

给定任意矩阵𝐂𝐕及向量𝒚，对⽐以下两个优化问题的最优解的稀疏度

min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒔 %
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

代码修改⾃Steven L. Brunton, J. Nathan Kutz
<Data Driven Science & Engineering - Machine Learning, Dynamical Systems, and Control>

n = 10^4;
p = 10^3;
matrixCV = randn(p,n);
y = randn(p,1);
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给定任意矩阵𝐂𝐕及向量𝒚，对⽐以下两个优化问题的最优解的稀疏度

min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒔 %
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

代码修改⾃Steven L. Brunton, J. Nathan Kutz
<Data Driven Science & Engineering - Machine Learning, Dynamical Systems, and Control>

n = 10^4;
p = 10^3;
matrixCV = randn(p,n);
y = randn(p,1);

cvx_begin;
variable s(n);
minimize(norm(s,1));
subject to
matrixCV*s==y;

cvx_end;

Matlab⽤于求解凸优化问题的包

执⾏时间 381.13秒

实验⼀：对⽐L1与L2范数
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给定任意矩阵𝐂𝐕及向量𝒚，对⽐以下两个优化问题的最优解的稀疏度

min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒔 %
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

代码修改⾃Steven L. Brunton, J. Nathan Kutz
<Data Driven Science & Engineering - Machine Learning, Dynamical Systems, and Control>

n = 10^4;
p = 10^3;
matrixCV = randn(p,n);
y = randn(p,1);

cvx_begin;
variable s(n);
minimize(norm(s,1));
subject to
matrixCV*s==y;

cvx_end;

figure(1)
plot(s);
figure(2)
histogram(s);

直⽅图

实验⼀：对⽐L1与L2范数
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给定任意矩阵𝐂𝐕及向量𝒚，对⽐以下两个优化问题的最优解的稀疏度

min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒔 %
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

代码修改⾃Steven L. Brunton, J. Nathan Kutz
<Data Driven Science & Engineering - Machine Learning, Dynamical Systems, and Control>

n = 10^4;
p = 10^3;
matrixCV = randn(p,n);
y = randn(p,1);

s = pinv(matrixCV)*y;

求解迅速

pinv(matrixCV)计算𝐂𝐕的伪逆矩阵 𝐂𝐕 ,

等价于约束条件均为等式的⼆次规划问题
可以推导出全局最优解的解析形式

实验⼀：对⽐L1与L2范数
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给定任意矩阵𝐂𝐕及向量𝒚，对⽐以下两个优化问题的最优解的稀疏度

min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒔 %
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

代码修改⾃Steven L. Brunton, J. Nathan Kutz
<Data Driven Science & Engineering - Machine Learning, Dynamical Systems, and Control>

n = 10^4;
p = 10^3;
matrixCV = randn(p,n);
y = randn(p,1);

s = pinv(matrixCV)*y;

figure(1)
plot(s);
figure(2)
histogram(s);

实验⼀：对⽐L1与L2范数
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给定任意矩阵𝐂𝐕及向量𝒚，对⽐以下两个优化问题的最优解的稀疏度

min 𝒔 $
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

min 𝒔 %
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

实验⼀：对⽐L1与L2范数
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模拟信号感知的过程：

实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

A=imread('animal','png');
Abw=rgb2gray(A);
imwrite(uint8(Abw),'csoriginal.jpg');

限于算⼒，选择100×100像素图⽚
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模拟信号感知的过程：

实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

A=imread('animal','png');
Abw=rgb2gray(A);
imwrite(uint8(Abw),'csoriginal.jpg');

[rsize,csize]=size(Abw);
n=rsize*csize;
p=round(0.2*n);

读取维数

压缩⾄20%
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模拟信号感知的过程：

实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

A=imread('animal','png');
Abw=rgb2gray(A);
imwrite(uint8(Abw),'csoriginal.jpg');

[rsize,csize]=size(Abw);
n=rsize*csize;
p=round(0.2*n);

x=reshape(Abw,[],1);
C=normrnd(0,1,p,n);
y=C*double(x); 通过感知得到2000×1向量𝒚
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实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

V=dct(eye(n,n));
matrixCV=C*V;

cvx_begin;
variable s(n);
minimize(norm(s,1));
subject to
matrixCV*s==y;

cvx_end;

模拟信号恢复的过程：
（接上）
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实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

V=dct(eye(n,n));
matrixCV=C*V;

cvx_begin;
variable s(n);
minimize(norm(s,1));
subject to
matrixCV*s==y;

cvx_end;

xrecovery=V*s;

rematrix=reshape(xrecovery,rsize,csize);
imwrite(uint8(rematrix),'recovery.jpg');

模拟信号恢复的过程：
（接上）

压缩⾄20%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）



HY,	2024

实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

V=dct(eye(n,n));
matrixCV=C*V;

cvx_begin;
variable s(n);
minimize(norm(s,1));
subject to
matrixCV*s==y;

cvx_end;

xrecovery=V*s;

rematrix=reshape(xrecovery,rsize,csize);
imwrite(uint8(rematrix),'recovery.jpg');

模拟信号恢复的过程：
（接上）

压缩⾄20%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）

s = pinv(matrixCV)*y;

若⽤L2最⼩化问题替代L1
最⼩化问题
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实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

压缩⾄20%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）

原图⽚ 压缩⾄10%后恢复图像
（𝑝 = 1000, 𝑛 = 10000）

压缩⾄30%后恢复图像
（𝑝 = 3000, 𝑛 = 10000）
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实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

信号恢复环节的最优化问题（L0/L1最⼩化问题）的求解需要消耗不少的计算资源

压缩⾄20%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）

原图⽚ 压缩⾄10%后恢复图像
（𝑝 = 1000, 𝑛 = 10000）

压缩⾄30%后恢复图像
（𝑝 = 3000, 𝑛 = 10000）

5分钟恢复22分钟恢复52分钟恢复
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实验⼆：压缩感知
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

信号恢复环节的最优化问题（L0/L1最⼩化问题）的求解需要消耗不少的计算资源

（1）实际中采⽤的求解算法更⾼效（如OMP、CoSaMp等算法）

（2）主要适⽤于对感知过程在资源消耗、感知时长等⽅⾯要求⾼的场景（如MRI）

（3）⼀些应⽤的瓶颈是在感知端，⽽后期恢复信号/图像⼀般有更充⾜的计算资源

压缩⾄20%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）

原图⽚ 压缩⾄10%后恢复图像
（𝑝 = 1000, 𝑛 = 10000）

压缩⾄30%后恢复图像
（𝑝 = 3000, 𝑛 = 10000）

5分钟恢复22分钟恢复52分钟恢复



基于正交贪心策略的求解法

!"#$
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正交贪心算法

求解问题

Ø 基于线性规划的求解：准确度⾼、算⼒消耗⼤

Ø 基于正交贪⼼策略的求解：准确度略逊、算⼒消耗⼩

o OMP算法

o CoSaMp算法

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.
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求解问题

正交匹配追踪算法（Orthogonal Matching Pursuit, OMP）

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

图⽚取⾃JA. Tropp, AC. Gilbert <Signal Recovery From Random Measurements Via Orthogonal Matching Pursuit>

正交贪心算法
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求解问题

正交匹配追踪算法（Orthogonal Matching Pursuit, OMP）

主要利⽤两点性质：

（1）稀疏性：向量𝒔只有少数元素不为零（或不接近零）

（2）“不相⼲”：矩阵𝐂𝐕的各列向量间相关性弱

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

正交贪心算法
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求解问题

正交匹配追踪算法（Orthogonal Matching Pursuit, OMP）

主要利⽤两点性质：

（1）稀疏性：向量𝒔只有少数元素不为零（或不接近零）

（2）“不相⼲”：矩阵𝐂𝐕的各列向量间相关性弱

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

正交矩阵：
各列向量的内积为零

𝑛×𝑛矩阵 𝐕

正交贪心算法
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求解问题

正交匹配追踪算法（Orthogonal Matching Pursuit, OMP）

主要利⽤两点性质：

（1）稀疏性：向量𝒔只有少数元素不为零（或不接近零）

（2）“不相⼲”：矩阵𝐂𝐕的各列向量间相关性弱

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

当矩阵𝐂满⾜若⼲性质时（如各元素独⽴随机依标准正态分布取值）：
矩阵𝐂𝐕的各列相关性弱（即内积的绝对值很⼩，理解为“近似正交”）

𝑝×𝑛测量矩阵 𝐂

𝑛×𝑛矩阵 𝐕

=

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕
（各列间不正交）

正交贪心算法
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求解问题

在前述实验中，有𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000

下图中第𝑖⾏第𝑗列显⽰𝐂𝐕*5𝐂𝐕6

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕

第𝑖列
记为𝐂𝐕"

第𝑗列
记为𝐂𝐕'

说明𝐂𝐕的不同列向量的内积的绝对值很⼩

正交贪心算法



HY,	2024

求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

𝑛×1稀疏向量 𝒔

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕

=

𝑝×1测量向量 𝒚

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以向量𝒚

𝐂𝐕不同列向量的内积绝对
值很⼩

⽤𝐂𝐕!5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕!5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕!5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕!5𝐂𝐕8：值很⼩

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕

𝐂𝐕"

指绝对值，下略

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以向量𝒚

⽤𝐂𝐕!5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕!5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕!5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕!5𝐂𝐕8：值很⼩

⽤𝐂𝐕"5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕"5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕"5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕"5𝐂𝐕8：值很⼤

⽤𝐂𝐕$5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕$5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕$5𝐂𝐕8：值很⼤

⽤𝐂𝐕85乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕85𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕85𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕85𝐂𝐕8：值很⼤

...

⽤𝐂𝐕#5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕#5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕#5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕#5𝐂𝐕8：值很⼩

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕

𝐂𝐕"

𝐂𝐕不同列向量的内积绝对
值很⼩

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以向量𝒚

⽤𝐂𝐕!5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕!5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕!5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕!5𝐂𝐕8：值很⼩

⽤𝐂𝐕"5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕"5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕"5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕"5𝐂𝐕8：值很⼤

⽤𝐂𝐕$5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕$5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕$5𝐂𝐕8：值很⼤

⽤𝐂𝐕85乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕85𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕85𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕85𝐂𝐕8：值很⼤

...

⽤𝐂𝐕#5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕#5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕#5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕#5𝐂𝐕8：值很⼩

理想情况：这三项（绝对）
值最⼤，由此推断出向量𝒔
的⾮零元素位置

实际情况：未必能⼀次同
时找到这三项
因为向量𝒔有很多接近零但
⾮零的元素、矩阵𝐂𝐕的各
列向量内积绝对值很⼩但
不为零。

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以向量𝒚 贪⼼算法：
每回合确定⼀个⾮零位置

⽤𝐂𝐕!5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕!5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕!5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕!5𝐂𝐕8：值很⼩

⽤𝐂𝐕"5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕"5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕"5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕"5𝐂𝐕8：值很⼤

⽤𝐂𝐕$5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕$5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕$5𝐂𝐕8：值很⼤

⽤𝐂𝐕85乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕85𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕85𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕85𝐂𝐕8：值很⼤

...

⽤𝐂𝐕#5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕#5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕#5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕#5𝐂𝐕8：值很⼩

第⼀回合，对⽐𝑛个乘积，
假设 𝐂𝐕"5𝒚（绝对）值最⼤：
将第⼆个元素确定为𝒔的第
⼀个⾮零位置

正交贪心算法



HY,	2024

求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以向量𝒚 贪⼼算法：
每回合确定⼀个⾮零位置

⽤𝐂𝐕!5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕!5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕!5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕!5𝐂𝐕8：值很⼩

⽤𝐂𝐕"5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕"5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕"5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕"5𝐂𝐕8：值很⼤

⽤𝐂𝐕$5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕$5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕$5𝐂𝐕8：值很⼤

⽤𝐂𝐕85乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕85𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕85𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕85𝐂𝐕8：值很⼤

...

⽤𝐂𝐕#5乘以向量𝒚得0.8𝐂𝐕#5𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕#5𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕#5𝐂𝐕8：值很⼩

第⼀回合，对⽐𝑛个乘积，
假设 𝐂𝐕"5𝒚（绝对）值最⼤：
将第⼆个元素确定为𝒔的第
⼀个⾮零位置

在后续回合中，要抹去𝐂𝐕"
相关的项对乘积绝对值⼤
⼩对⽐的影响

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

已确定𝒔第⼆个元素⾮零，为在后续回合中抹去𝐂𝐕"相关项对乘积⼤⼩对⽐的影响，需修改向量𝒚

定义残差向量𝒓 𝒓 = 𝒚 − 𝑠̃%𝐂𝐕%

估计的𝑠!（即0.8）的值

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

已确定𝒔第⼆个元素⾮零，为在后续回合中抹去𝐂𝐕"相关项对乘积⼤⼩对⽐的影响，需修改向量𝒚

定义残差向量𝒓

𝑠̃% = argmin
("

𝑠%𝐂𝐕% − 𝒚 %

本质问题和线性回归相同（⼀个特征、𝑝个数据）

是凸优化问题，⽽且有解析解，易计算

𝒓 = 𝒚 − 𝑠̃%𝐂𝐕%

估计的𝑠!（即0.8）的值

正交贪心算法



HY,	2024

求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔的第⼆个⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以残差向量𝒓

⽤𝐂𝐕#$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕#$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕#$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕#$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕%$乘以残差向量r得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕%$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕%$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕%$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕&$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕&$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕&$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕&$𝐂𝐕'：值很⼤

⽤𝐂𝐕'$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕'$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕'$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕'$𝐂𝐕'：值很⼤

...

⽤𝐂𝐕($乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕($𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕($𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕($𝐂𝐕'：值很⼩

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕

𝐂𝐕"

接近0

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔的第⼆个⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以残差向量𝒓

⽤𝐂𝐕#$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕#$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕#$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕#$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕%$乘以残差向量r得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕%$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕%$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕%$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕&$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕&$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕&$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕&$𝐂𝐕'：值很⼤

⽤𝐂𝐕'$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕'$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕'$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕'$𝐂𝐕'：值很⼤

...

⽤𝐂𝐕($乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕($𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕($𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕($𝐂𝐕'：值很⼩

第⼆回合，对⽐𝑛个乘积，
假设𝐂𝐕$5𝒓（绝对）值最⼤：
将第三个元素确定为𝒔的第
⼆个⾮零位置

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔的第⼆个⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以残差向量𝒓

⽤𝐂𝐕#$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕#$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕#$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕#$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕%$乘以残差向量r得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕%$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕%$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕%$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕&$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕&$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕&$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕&$𝐂𝐕'：值很⼤

⽤𝐂𝐕'$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕'$𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕'$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕'$𝐂𝐕'：值很⼤

...

⽤𝐂𝐕($乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕($𝐂𝐕% + 0.12𝐂𝐕($𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕($𝐂𝐕'：值很⼩

在后续回合中，要抹去
𝐂𝐕", 𝐂𝐕$相关的项对乘积绝
对值⼤⼩对⽐的影响

第⼆回合，对⽐𝑛个乘积，
假设𝐂𝐕$5𝒓（绝对）值最⼤：
将第三个元素确定为𝒔的第
⼆个⾮零位置

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

已确定𝒔第⼆、第三元素⾮零，为抹去𝐂𝐕", 𝐂𝐕$相关项对乘积⼤⼩对⽐的影响，需修改向量𝒚

更新残差向量𝒓 𝒓 = 𝒚 − 𝑠̃%𝐂𝐕% − 𝑠̃)𝐂𝐕)

𝑠̃%, 𝑠̃) = argmin
(",(#

𝑠%𝐂𝐕% + 𝑠)𝐂𝐕) − 𝒚 %

注意对(𝒔𝟐，要重新估计

估计的𝑠!, 𝑠$的值

本质问题和线性回归相同（两个特征、𝑝个数据）

是凸优化问题，⽽且有解析解，易计算

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

判断向量𝒔的第三个⾮零位置的⽅法：⽤𝐂𝐕!5, 𝐂𝐕"5, … , 𝐂𝐕#5分别乘以更新后的残差向量𝒓

⽤𝐂𝐕#$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕#$𝐂𝐕% + 0.12 − 𝑠̃& 𝐂𝐕#$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕#$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕%$乘以残差向量r得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕%$𝐂𝐕% + 0.12 − 𝑠̃& 𝐂𝐕%$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕%$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕&$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕&$𝐂𝐕% + 0.12 − 𝑠̃& 𝐂𝐕&$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕&$𝐂𝐕'：值很⼩

⽤𝐂𝐕'$乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕'$𝐂𝐕% + 0.12 − 𝑠̃& 𝐂𝐕'$𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕'$𝐂𝐕'：值很⼤

...

⽤𝐂𝐕($乘以残差向量𝒓得 0.8 − 𝑠̃% 𝐂𝐕($𝐂𝐕% + 0.12 − 𝑠̃& 𝐂𝐕($𝐂𝐕& + 0.16𝐂𝐕($𝐂𝐕'：值很⼩

𝑝×𝑛矩阵 𝐂𝐕

𝐂𝐕"

接近0 接近0

第三回合：
将第四个元素确定
为𝒔的第三个⾮零位

正交贪心算法
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求解问题

例：真实图像的𝑛×1向量𝒔仅在第⼆、第三、第四元素取值⾮零， 𝒔 = 0, 0.8, 0.12, 0.16,0, … , 0 5

如何能根据𝒚定位出向量𝒔在这三处取值⾮零？

𝑝×1测量向量𝒚满⾜𝒚 = 𝐂𝐕𝒔 = ∑*7!# 𝑠*𝐂𝐕* = 0.8𝐂𝐕" + 0.12𝐂𝐕$ + 0.16𝐂𝐕8

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

已确定𝒔第⼆、第三、第四元素⾮零，如何还原𝒔？

𝑠̃%, 𝑠̃), 𝑠̃+ = argmin
(",(#,(%

𝑠%𝐂𝐕% + 𝑠)𝐂𝐕) + 𝑠+𝐂𝐕+ − 𝒚 %

输出还原的向量(𝒔 = 0, 𝑠̃", 𝑠̃$, 𝑠̃8, 0, … , 0 5

正交贪心算法
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求解问题 min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

输⼊：矩阵𝐂𝐕、向量𝒚、稀疏向量稀疏度𝐾
输出：向量(𝒔
0 初始化：残差向量𝒓 ← 𝒚，⾮零位置集合𝒪 ← ∅
1  for 𝑖 = 1, 2, … , 𝐾

2    计算𝑜 = argmax
*

𝐂𝐕*5𝒓

3    更新⾮零位置集合𝒪 ← 𝒪 ∪ 𝑜

4    计算 𝑠̃*, 𝑖 ∈ 𝒪 = argmin
:),*∈𝒪

∑*∈𝒪 𝑠*𝐂𝐕* − 𝒚 "

5 更新残差向量𝒓 ← 𝒚 − 𝑠̃*𝐂𝐕*
6 𝑠̃* = 0, ∀𝑖 ∉ 𝒪

正交匹配追踪算法（Orthogonal Matching Pursuit Algorithm, OMP）

𝑜是该回合找到的⾮零元素的位置

估计⾮零元素的值

正交贪心算法
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求解问题 min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

输⼊：矩阵𝐂𝐕、向量𝒚、稀疏向量稀疏度𝐾
输出：向量(𝒔
0 初始化：残差向量𝒓 ← 𝒚，⾮零位置集合𝒪 ← ∅
1  for 𝑖 = 1, 2, … , 𝐾

2    计算𝑜 = argmax
*

𝐂𝐕*5𝒓

3    更新⾮零位置集合𝒪 ← 𝒪 ∪ 𝑜

4    计算 𝑠̃*, 𝑖 ∈ 𝒪 = argmin
:),*∈𝒪

∑*∈𝒪 𝑠*𝐂𝐕* − 𝒚 "

5 更新残差向量𝒓 ← 𝒚 − 𝑠̃*𝐂𝐕*
6 𝑠̃* = 0, ∀𝑖 ∉ 𝒪

正交匹配追踪算法（Orthogonal Matching Pursuit Algorithm, OMP）

𝑜是该回合找到的⾮零元素的位置

根据经验取或尝试不同的𝐾值⽐较效果

估计⾮零元素的值

正交贪心算法
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求解问题 min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

输⼊：矩阵𝐂𝐕、向量𝒚、稀疏向量稀疏度𝐾
输出：向量(𝒔
0 初始化：残差向量𝒓 ← 𝒚，⾮零位置集合𝒪 ← ∅
1  for 𝑖 = 1, 2, … , 𝐾

2    计算𝑜 = argmax
*

𝐂𝐕*5𝒓

3    更新⾮零位置集合𝒪 ← 𝒪 ∪ 𝑜

4    计算 𝑠̃*, 𝑖 ∈ 𝒪 = argmin
:),*∈𝒪

∑*∈𝒪 𝑠*𝐂𝐕* − 𝒚 "

5 更新残差向量𝒓 ← 𝒚 − 𝑠̃*𝐂𝐕*
6 𝑠̃* = 0, ∀𝑖 ∉ 𝒪

正交匹配追踪算法

正交贪心算法
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实验三：OMP算法
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复A=imread('animal','png');
Abw=rgb2gray(A);
[rsize,csize]=size(Abw);
n=rsize*csize;
p=round(0.2*n);

x=reshape(Abw,[],1);
C=normrnd(0,1,p,n);
y=C*double(x);

压缩⾄20%
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实验三：OMP算法
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复A=imread('animal','png');
Abw=rgb2gray(A);
[rsize,csize]=size(Abw);
n=rsize*csize;
p=round(0.2*n);

x=reshape(Abw,[],1);
C=normrnd(0,1,p,n);
y=C*double(x);

V=dct(eye(n,n));
matrixCV=C*V;
s=OMP(1000,y,matrixCV);

压缩⾄20%

利⽤OMP算法求稀疏向量（稀疏度设为1000）
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实验三：OMP算法
原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复A=imread('animal','png');
Abw=rgb2gray(A);
[rsize,csize]=size(Abw);
n=rsize*csize;
p=round(0.2*n);

x=reshape(Abw,[],1);
C=normrnd(0,1,p,n);
y=C*double(x);

V=dct(eye(n,n));
matrixCV=C*V;
s=OMP(1000,y,matrixCV);

xrecovery=V*s;

rematrix=reshape(xrecovery,rsize,csize);
imwrite(uint8(rematrix),'recovery.jpg');

压缩⾄20%

压缩⾄20%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）
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原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

压缩⾄20%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）

原图⽚ 压缩⾄10%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）

压缩⾄30%后恢复图像
（𝑝 = 3000, 𝑛 = 10000）

实验三：OMP算法

线
性
规
划
⽅
法

O
M
P
⽅
法
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原始信号
𝒙 = 𝐕𝒔

感知设备（如相机）
测量矩阵𝐂

测量向量
𝒚 = 𝐂𝒙 = 𝐂𝐕𝒔

恢复信号
3𝒙 = 𝐕4𝒔

解决上述
信号恢复问题，得到4𝒔

信号感知 信号恢复

压缩⾄20%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）

原图⽚ 压缩⾄10%后恢复图像
（𝑝 = 2000, 𝑛 = 10000）

压缩⾄30%后恢复图像
（𝑝 = 3000, 𝑛 = 10000）

5分钟恢复22分钟恢复52分钟恢复

实验三：OMP算法

线
性
规
划
⽅
法

O
M
P
⽅
法

4分钟恢复
（𝐾 = 1000）

5分钟恢复
（𝐾 = 1000）

半分钟恢复
（𝐾 = 500）
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求解问题

Ø 基于线性规划的求解：准确度⾼、算⼒消耗⼤

Ø 基于正交贪⼼策略的求解：准确度略逊、算⼒消耗⼩

o OMP算法

min 𝒔 !
s. t. 𝐂𝐕𝒔 = 𝒚.

受OMP算法启发，有许多拓展算法（如每回合确定若⼲⾮零元素位置、以此减少循环次数；
实现⾃适应确定𝐾值）

相关论⽂的主要贡献是在理论上证明算法的准确性、收敛性、鲁棒性等

正交贪心算法



本讲小结

基于线性规划及基于正交贪⼼策略的求解
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信号恢复最优化问题



Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> Lecture Notes

Steven L. Brunton, J. Nathan Kutz <Data Driven Science & Engineering -Machine Learning, 
Dynamical Systems, and Control> Book

JA. Tropp, AC. Gilbert <Signal Recovery From Random Measurements Via Orthogonal Matching 

Pursuit> Paper

清华⼤学张颢 <现代数字信号处理2> 课堂视频
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主要参考资料
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