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课程内容

HY,	2024

Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知



不同元素统计问题
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不同元素统计问题

HY,	2024

例：

Ø 零售店收银员希望根据信⽤卡号统计在⼀段时间内有多少位（不同的）顾客购买了东西
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Ø 零售店收银员希望根据信⽤卡号统计在⼀段时间内有多少位（不同的）顾客购买了东西

Ø ⽹站/⼴告商希望根据IP地址统计在⼀段时间内有多少个（不同的）⼈访问了⽹站/⼴告



不同元素统计问题

HY,	2024

例：

Ø 零售店收银员希望根据信⽤卡号统计在⼀段时间内有多少位（不同的）顾客购买了东西

Ø ⽹站/⼴告商希望根据IP地址统计在⼀段时间内有多少个（不同的）⼈访问了⽹站/⼴告

Ø 统计莎⼠⽐亚在他的各类作品中共⽤了多少个（不同的）单词

共31534个词



不同元素统计问题
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）



不同元素统计问题

HY,	2024

给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

图⽚取⾃S. Raskhodnikova and A. Smith <Scalable, Private Algorithms for Continual Data Analysis >

不能回看
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不同元素统计问题
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

假设𝑥!, ⋯ , 𝑥" ∈ 1,2, … ,𝑚 ，最直接的⽅法是：

Ø ⽅法⼀：⽤⼀个长度为𝑚的0-1向量记录（消耗𝑚⽐特⽤于存储，即空间复杂度为𝑂 𝑚 ）
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

假设𝑥!, ⋯ , 𝑥" ∈ 1,2, … ,𝑚 ，最直接的⽅法是：

Ø ⽅法⼀：⽤⼀个长度为𝑚的0-1向量记录（消耗𝑚⽐特⽤于存储，即空间复杂度为𝑂 𝑚 ）

Ø ⽅法⼆：对输⼊的每个⾸次出现的𝑥，⽤log#𝑚⽐特记录（最多消耗𝑛 log#𝑚⽐特⽤于存储，
即空间复杂度为𝑂 𝑛 log#𝑚 ）



不同元素统计问题
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

假设𝑥!, ⋯ , 𝑥" ∈ 1,2, … ,𝑚 ，最直接的⽅法是：

Ø ⽅法⼀：⽤⼀个长度为𝑚的0-1向量记录（消耗𝑚⽐特⽤于存储，即空间复杂度为𝑂 𝑚 ）

Ø ⽅法⼆：对输⼊的每个⾸次出现的𝑥，⽤log#𝑚⽐特记录（最多消耗𝑛 log#𝑚⽐特⽤于存储，
即空间复杂度为𝑂 𝑛 log#𝑚 ）

𝑚和𝑛值在实际应⽤中都⾮常⼤，是否有⽅法可以降低空间复杂度？



不同元素统计问题
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

𝑚和𝑛值在实际应⽤中都⾮常⼤，是否有⽅法可以降低空间复杂度？

当𝑛 = 𝑂 𝑚 ，在仅浏览数据⼀遍的约束下，不存在任何确定性算法可以⽤少于
𝑚⽐特的存储空间准确计算不同元素的个数。

不可能定理（Impossibility Result）

定理引⾃A. Blum, J. Hopcroft, and R. Kannan <Foundations of Data Science> 第183⾯
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

改⽤随机化⽅法近似估计不同元素的个数，以精确度换存储空间



不同元素统计问题
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

改⽤随机化⽅法近似估计不同元素的个数，以精确度换存储空间

（与解决从属判断问题、⾼频元素寻找问题的思路类似）

如何存储关于集合𝒮的信息从⽽可以准确判断关于“元素𝑥是否属于集𝒮”的问题？

从属判断问题（membership query）

给定长度为n的数组A和数值k，如何寻找出所有出现次数⼤于等于n/k的元素？

⾼频元素寻找问题（Heavy Hitters Problem）

近似求解的随机化⽅法：布隆过滤器

近似求解的随机化⽅法：CM Sketch
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最小哈希

HY,	2024

假如有⼀个随机哈希函数 ℎ: 𝒰 → 0, 1 ，即输出是连续⽽⾮离散值

给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$
最后如何估计不同元素的个数？
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假如有⼀个随机哈希函数 ℎ: 𝒰 → 0, 1 ，即输出是连续⽽⾮离散值

给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
% − 1作为对不同元素个数的估计



最小哈希
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
% − 1作为对不同元素个数的估计

图例取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

假如有⼀个随机哈希函数 ℎ: 𝒰 → 0, 1 ，即输出是连续⽽⾮离散值

...
若是相同元素，则哈希值相等

例如，若𝑥! = 𝑥"，有ℎ 𝑥! = ℎ 𝑥"



最小哈希
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
% − 1作为对不同元素个数的估计

图例取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

假如有⼀个随机哈希函数 ℎ: 𝒰 → 0, 1 ，即输出是连续⽽⾮离散值

...
𝑠等于𝑑个（注意不是𝑛个）取值服从在 0, 1 均匀
分布的随机变量的最⼩值，如何分析随机变量𝑠
与𝑑的关系？（* 𝑑为不同元素个数）

𝑑越⼤，𝑠如何变化？



最小哈希
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

𝑠等于𝑑个取值服从在 0, 1 均匀分布的随机变量的最⼩值，如何分析随机变量𝑠与𝑑的关系？



最小哈希
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

𝑠等于𝑑个取值服从在 0, 1 均匀分布的随机变量的最⼩值，如何分析随机变量𝑠与𝑑的关系？

提⽰：分析𝑠的累积分布函数 𝐹 𝑠̃ = Pr 𝑠 ≤ 𝑠̃ = 1 − 1 − 𝑠̃ &



最小哈希
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

𝑠等于𝑑个取值服从在 0, 1 均匀分布的随机变量的最⼩值，如何分析随机变量𝑠与𝑑的关系？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &

𝔼 𝑠 = B
%'(

!
𝑠 𝑑𝐹 𝑠 = 1 − B

%'(

!
𝐹 𝑠 𝑑𝑠 = 1 +

1
𝑑 + 1 − 1 =

1
𝑑 + 1

因此有𝑑 = !
𝔼 %

− 1



最小哈希
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

𝑠等于𝑑个取值服从在 0, 1 均匀分布的随机变量的最⼩值，如何分析随机变量𝑠与𝑑的关系？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &

𝔼 𝑠 = B
%'(

!
𝑠 𝑑𝐹 𝑠 = 1 − B

%'(

!
𝐹 𝑠 𝑑𝑠 = 1 +

1
𝑑 + 1 − 1 =

1
𝑑 + 1

因此有𝑑 = !
𝔼 %

− 1

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
% − 1作为对不同元素个数的估计

D𝑑

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？注意𝑑 ≠ 𝔼 ,𝑑



最小哈希
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随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

若𝑋是⼀个⾮负随机变量且𝔼 𝑋 ≠ 0，对任何常数𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 ≥ 𝑐𝔼 𝑋 ≤ !
#
.

马尔可夫不等式（Markov’s Inequality）

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!

上⼀讲⽤于分析CM Sketch⽅法的马尔可夫不等式能否⽤于最⼩哈希的分析？



最小哈希

HY,	2024

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

若𝑋是⼀个⾮负随机变量且𝔼 𝑋 ≠ 0，对任何常数𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 ≥ 𝑐𝔼 𝑋 ≤ !
#
.

马尔可夫不等式（Markov’s Inequality）

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!

上⼀讲⽤于分析CM Sketch⽅法的马尔可夫不等式能否⽤于最⼩哈希的分析？

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）

可以同时刻画𝑋 ≥ 𝔼 𝑋 时和𝑋 ≤ 𝔼 𝑋 时𝑋偏离𝔼 𝑋 的概率



最小哈希
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可以利⽤马尔可夫不等式证明切⽐雪夫不等式：

若𝑋是⼀个⾮负随机变量且𝔼 𝑋 ≠ 0，对任何常数𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 ≥ 𝑐𝔼 𝑋 ≤ !
#
.

马尔可夫不等式（Markov’s Inequality）

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希
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可以利⽤马尔可夫不等式证明切⽐雪夫不等式：

Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 =Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 # ≥ 𝑐#𝐕𝐚𝐫 𝑋

将 𝑋 − 𝔼 𝑋 #视作随机变量（满⾜⾮负条件），⽤马尔可夫不等式及𝐕𝐚𝐫 𝑋 = 𝔼 𝑋 − 𝔼 𝑋 #

若𝑋是⼀个⾮负随机变量且𝔼 𝑋 ≠ 0，对任何常数𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 ≥ 𝑐𝔼 𝑋 ≤ !
#
.

马尔可夫不等式（Markov’s Inequality）

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希
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随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!

需要先算𝐕𝐚𝐫 𝑠

𝔼 𝑠# = B
%'(

!
𝑠# 𝑑𝐹 𝑠 = 1 − 2B

%'(

!
𝑠𝐹 𝑠 𝑑𝑠 = 1 − 2B

%'(

!
𝑠 𝑑 𝑠 +

1 − 𝑠 &*!

𝑑 + 1

= 1 − 2
1
2
−

1
𝑑 + 1

1
𝑑 + 2

=
2

𝑑 + 1 𝑑 + 2

𝐕𝐚𝐫 𝑠 = 𝔼 𝑠# − 𝔼 𝑠 # =
𝑑

𝑑 + 1 # 𝑑 + 2

分部积分

分部积分

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希
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随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

如何分析Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 ？

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希
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随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

分析Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠

Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 = Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ +𝔼 %
𝐕𝐚𝐫 %

𝐕𝐚𝐫 𝑠 ≤ 𝐕𝐚𝐫 %
+! 𝔼 % ! =

&
+! &*# ≤ !

+!

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希
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随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

结论为：Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 ≤ !
+!

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
%
− 1作为对不同元素个数的估计

当𝜀 < 1时，不等式右边⼤于1，不等式没有价值

如何改进⽅法，使不等式右边取值更⼩？

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希
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随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

结论为：Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 ≤ !
+!

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
%
− 1作为对不同元素个数的估计

当𝜀 < 1时，不等式右边⼤于1，不等式没有价值

如何改进⽅法，使不等式右边取值更⼩？

使⽤多个哈希函数，令随机变量取值更接近期望

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

结论为：Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 ≤ !
+!

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
%
− 1作为对不同元素个数的估计

使⽤多个哈希函数，令随机变量取值更接近期望

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$
取 作为对不同元素个数的估计

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

结论为：Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 ≤ !
+!

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
%
− 1作为对不同元素个数的估计

使⽤多个哈希函数，令随机变量取值更接近期望

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$
取 作为对不同元素个数的估计

⽤ !
"#$"!$⋯$"&

&
− 1还是!

/
!
%#
− 1 + !

%!
− 1 +⋯+ !

%&
− 1 ？

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

结论为：Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 ≤ !
+!

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
%
− 1作为对不同元素个数的估计

使⽤多个哈希函数，令随机变量取值更接近期望

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$
取 作为对不同元素个数的估计

⽤ !
"#$"!$⋯$"&

&
− 1还是!

/
!
%#
− 1 + !

%!
− 1 +⋯+ !

%&
− 1 ？注意𝑑 = !

𝔼 % − 1 ≠ 𝔼 !
% − 1

例有某随机变量𝑠~𝒰 0,1

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

结论为：Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 ≤ !
+!

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
%
− 1作为对不同元素个数的估计

使⽤多个哈希函数，令随机变量取值更接近期望

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$
取 作为对不同元素个数的估计

⽤ !
"#$"!$⋯$"&

&
− 1还是!

/
!
%#
− 1 + !

%!
− 1 +⋯+ !

%&
− 1 ？注意𝑑 = !

𝔼 %
− 1 ≠ 𝔼 !

%
− 1

𝔼 !
%
− 1 趋近于∞

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

结论为：Pr 𝑠 − 𝔼 𝑠 ≥ 𝜀𝔼 𝑠 ≤ !
+!

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥$

取!
%
− 1作为对不同元素个数的估计

使⽤多个哈希函数，令随机变量取值更接近期望

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/

，取!
%̅
− 1作为对不同元素个数的估计

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

对随机变量𝑠̅如何求期望和⽅差？

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

随机变量𝑠在其期望𝔼 𝑠 附近取值的概率？

对于𝑠 ∈ 0,1 ，有𝐹 𝑠 = 1 − 1 − 𝑠 &，𝔼 𝑠 = !
&*!，𝐕𝐚𝐫 𝑠 = &

&*! ! &*#

对随机变量𝑠̅有：

𝔼 𝑠̅ = 𝔼 %# *⋯*𝔼 %&
/ = !

&*!（期望的线性性质）， 𝐕𝐚𝐫 𝑠̅ = !
/

&
&*! ! &*# （𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/为独⽴变量）

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计

利⽤期望定义及独⽴事件概率关系

期望不变 ⽅差缩⼩⾄!
/

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

Pr 𝑠̅ − 𝔼 𝑠̅ ≥ 𝜀𝔼 𝑠̅ = Pr 𝑠̅ − 𝔼 𝑠̅ ≥
𝜀𝔼 𝑠̅
𝐕𝐚𝐫 𝑠̅

𝐕𝐚𝐫 𝑠̅ ≤
𝐕𝐚𝐫 𝑠̅
𝜀# 𝔼 𝑠̅ # ≤

1
𝑘𝜀#

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计

𝔼 𝑠̅ = 𝔼 %# *⋯*𝔼 %&
/

= !
&*!
， 𝐕𝐚𝐫 𝑠̅ = !

/
&

&*! ! &*#

因为考虑了𝑘个哈希函数，即便𝜀 < 1，也可以通过增⼤𝑘使不等式右边⼩于1

若𝑋是随机变量且𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≠ 0，对任何𝑐 > 0，有 Pr 𝑋 − 𝔼 𝑋 ≥ 𝑐 𝐕𝐚𝐫 𝑋 ≤ !
##
.

切⽐雪夫不等式（Chebyshev’s Inequality）



最小哈希

HY,	2024

给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

𝔼 𝑠̅ =
1

𝑑 + 1 ⇒ 𝑑 =
1

𝔼 𝑠̅ − 1𝔼 𝑠̅ 与实际𝑑的关系 𝑠̅与估计值 D𝑑的关系 D𝑑 =
1
𝑠̅
− 1

回顾：𝔼 D𝑑 ≠ 𝑑，那么如何刻画𝑑相对𝔼 D𝑑 的偏差

Pr 𝑠̅ − 𝔼 𝑠̅ ≥ 𝜀𝔼 𝑠̅ ≤
1
𝑘𝜀$

𝑑与𝑠̅有关， D𝑑也与𝑠̅有关：通过𝑠̅构建𝑑与 D𝑑的关系



最小哈希

HY,	2024

给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

𝔼 𝑠̅ =
1

𝑑 + 1 ⇒ 𝑑 =
1

𝔼 𝑠̅ − 1𝔼 𝑠̅ 与实际𝑑的关系 𝑠̅与估计值 D𝑑的关系 D𝑑 =
1
𝑠̅
− 1

回顾：𝔼 D𝑑 ≠ 𝑑，那么如何刻画𝑑相对𝔼 D𝑑 的偏差

Pr 𝑠̅ − 𝔼 𝑠̅ ≥ 𝜀𝔼 𝑠̅ ≤
1
𝑘𝜀$

先求𝑠̅与𝑑的关系：

Pr 𝑠̅ −
1

𝑑 + 1
≥

𝜀
𝑑 + 1

≤
1
𝑘𝜀#

⇒ Pr 𝑠̅ ≥
𝜀 + 1
𝑑 + 1

𝑜𝑟 𝑠̅ ≤
1 − 𝜀
𝑑 + 1

≤
1
𝑘𝜀#

⇒ Pr D𝑑 ≤
𝑑 − 𝜀
1 + 𝜀

𝑜𝑟 D𝑑 ≥
𝑑 + 𝜀
1 − 𝜀

≤
1
𝑘𝜀#

Pr D𝑑 ≤ 1 − 3𝜀 𝑑 𝑜𝑟 D𝑑 ≥ 1 + 3𝜀 𝑑 ≤
1
𝑘𝜀#

为得到简洁表达式，利⽤𝜀 ≤ 0.5（⼀般关⼼较⼩的𝜀）
和𝑑取值⼀般较⼤进⾏缩放



最小哈希
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给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

Pr ,𝑑 − 𝑑 ≥ 3𝜀𝑑 ≤
1
𝑘𝜀$

（当𝜀 ≤ 0.5以及𝑑取值较⼤时成⽴）

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计

例，若要保证估计值 D𝑑距离真实值𝑑的偏差⼤于等于3𝜀𝑑的概率⼩于等于𝛿，该如何设置𝑘？



最小哈希

HY,	2024

给定长度为n的数据流𝑥!, ⋯ , 𝑥"，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

Pr ,𝑑 − 𝑑 ≥ 3𝜀𝑑 ≤
1
𝑘𝜀$

（当𝜀 ≤ 0.5以及𝑑取值较⼤时成⽴）

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计

例，若要保证估计值 D𝑑距离真实值𝑑的偏差⼤于等于3𝜀𝑑的概率⼩于等于𝛿，该如何设置𝑘？

令 !
/+!

= 𝛿，有𝑘 = !
2+!

最⼩哈希⽅法的空间复杂度？

不受𝑛和𝑑的影响



最小哈希的应用

!"#$



多个哈希函数

HY,	2024

有⽆其它替代⽅法？

在实际应⽤中，为每个元素分别计算𝑘个哈希值⾮常耗时，也不容易构建𝑘个独⽴的哈希函数

相关评论参见P. Flajolet et al., <HyperLogLog: the analysis of a near-optimal cardinality estimation algorithm>

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计



HY,	2024

有⽆其它替代⽅法？

在实际应⽤中，为每个元素分别计算𝑘个哈希值⾮常耗时，也不容易构建𝑘个独⽴的哈希函数

⽅法提出于P. Flajolet, GN Martin. <Probabilistic counting algorithms for data base applications>

依然只⽤⼀个哈希函数，但把区间 0,1 均匀划成𝑘段，为每个区间分别计算
（标准化后的）最⼩哈希值，再对𝑘个最⼩哈希值求 ？

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计

多个哈希函数



HY,	2024

有⽆其它替代⽅法？

在实际应⽤中，为每个元素分别计算𝑘个哈希值⾮常耗时，也不容易构建𝑘个独⽴的哈希函数

依然只⽤⼀个哈希函数，但把区间 0,1 均匀划成𝑘段，为每个区间分别计算
（标准化后的）最⼩哈希值，再对𝑘个最⼩哈希值求均值

⽅法提出于P. Flajolet, GN Martin. <Probabilistic counting algorithms for data base applications>

初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计

多个哈希函数



HY,	2024

例如，把区间均分成1000段，先关注其中任⼀段：

0.012 0.013

多个哈希函数



HY,	2024

例如，把区间均分成1000段，先关注其中任⼀段：

0.012 0.013

假设共𝑞个不同的哈希值落⼊此段，这些哈希值都在 0.012,0.013 取值

将它们的哈希值记为ℎ 𝑥! , … , ℎ 𝑥3

多个哈希函数



HY,	2024

例如，把区间均分成1000段，先关注其中任⼀段：

0.012 0.013

假设共𝑞个不同的哈希值落⼊此段，这些哈希值都在 0.012,0.013 取值

将它们的哈希值记为ℎ 𝑥! , … , ℎ 𝑥3

分别将它们标准化为：4 5# 6(.(!#
(.((!

, … , 4 5' 6(.(!#
(.((!

标准化后为 0,1 区间均匀分布的随机变量

多个哈希函数



HY,	2024

例如，把区间均分成1000段，先关注其中任⼀段：

0.012 0.013
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将它们的哈希值记为ℎ 𝑥! , … , ℎ 𝑥3

分别将它们标准化为：4 5# 6(.(!#
(.((!

, … , 4 5' 6(.(!#
(.((!

标准化后为 0,1 区间均匀分布的随机变量

（标准化后的）最⼩哈希值即可⽤于估测𝑞值：𝑞 = !
𝔼 89:;<=;

− 1

多个哈希函数
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例如，把区间均分成1000段，先关注其中任⼀段：

0.012 0.013

假设共𝑞个不同的哈希值落⼊此段，这些哈希值都在 0.012,0.013 取值

将它们的哈希值记为ℎ 𝑥! , … , ℎ 𝑥3

分别将它们标准化为：4 5# 6(.(!#
(.((!

, … , 4 5' 6(.(!#
(.((!

标准化后为 0,1 区间均匀分布的随机变量

（标准化后的）最⼩哈希值即可⽤于估测𝑞值：𝑞 = !
𝔼 89:;<=;

− 1

⽤1000段中得到的1000个（标准化后的）最⼩哈希值的均值minhash近似𝔼 minhash

多个哈希函数
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例如，把区间均分成1000段，先关注其中任⼀段：

0.012 0.013

假设共𝑞个不同的哈希值落⼊此段，这些哈希值都在 0.012,0.013 取值

将它们的哈希值记为ℎ 𝑥! , … , ℎ 𝑥3

分别将它们标准化为：4 5# 6(.(!#
(.((!

, … , 4 5' 6(.(!#
(.((!

标准化后为 0,1 区间均匀分布的随机变量

（标准化后的）最⼩哈希值即可⽤于估测𝑞值：𝑞 = !
𝔼 89:;<=;

− 1

⽤1000段中得到的1000个（标准化后的）最⼩哈希值的均值minhash近似𝔼 minhash

数据流中不同元素个数𝑑可被估测为1000 !
89:;<=;

− 1

多个哈希函数
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算法⼀：为每个元素计算1000个哈希值

算法⼆：把区间均分成1000段，⽤1000 !
89:;<=;− 1 估测

算法三：把区间均分成1000段，⽤1000 !
89:;<=;− 1 估测

实验设置：跑20次实验计算估测的均值和标准差，不同元素个数𝑑为766666

多个哈希函数
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算法⼀：为每个元素计算1000个哈希值

算法⼆：把区间均分成1000段，⽤1000 !
89:;<=;− 1 估测

算法三：把区间均分成1000段，⽤1000 !
89:;<=;− 1 估测

实验设置：跑20次实验计算估测的均值和标准差，不同元素个数𝑑为766666

算法一 7.6836x105 ± 2.7702x104

算法二 7.6475x105 ± 1.6956x104

算法三 6.7950x106 ± 3.6642x106

20次估计值的均值及标准差

多个哈希函数



离散哈希值
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初始化 𝑠!, 𝑠#, … , 𝑠/ ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛：𝑠! ← min 𝑠!, ℎ! 𝑥$ , … , 𝑠/ ← min 𝑠/, ℎ/ 𝑥$

计算𝑠̅ = %#*%!*⋯*%&
/ ，取!

%̅ − 1作为对不同元素个数的估计

将元素映射到连续空间（𝒰 → 0, 1 ）等价于将元素映射到⽆限长的⼆进制串（𝒰 → 0,1 >）

在实际中，⼀般将元素映射到离散空间 0,1, … ,𝑀 − 1 ，若最⼩哈希值为𝑆，可以⽤?
@估计𝑑

?
@
是近似后的值

类似结论可见A. Blum, J. Hopcroft, and R. Kannan <Foundations of Data Science> 



最小哈希
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可以分布式进⾏最⼩哈希的计算

图⽚取⾃Christopher Musco <NYU CS-GY 6763 (3943) Algorithmic Machine Learning and Data Science>



最小哈希
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相关思想被Google PowerDrill, Facebook Presto, Twitter Algebird, Amazon Redshift等⽤于计算

各类数据流中的不同元素个数，例如：

例⼦取⾃Christopher Musco <NYU CS-GY 6763 (3943) Algorithmic Machine Learning and Data Science>



其它随机化方法

!"#$
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在前述⽅法（及相似⽅法）之外，有另⼀类随机化⽅法

Flajolet-Martin算法

评论引⾃P. Flajolet et al., <HyperLogLog: the analysis of a near-optimal cardinality estimation algorithm>

前述⽅法
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通过分析⼆进制哈希值的末尾0个数进⾏估计

Flajolet-Martin算法
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图⽚取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

核⼼思想：通过末尾0个数的最⼤值𝑅估计不同元素的个数

不同元素越多，末尾0个数的最⼤值越⼤

Flajolet-Martin算法
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⽅法：⽤⼀个0-1数组记录输⼊元素的（⼆进制）哈希值中
右起⼀串零的最靠左的零出现的位置

Flajolet-Martin算法

详细分析见P. Flajolet, GN Martin. <Probabilistic counting algorithms for data base applications>

000001
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⽅法：⽤⼀个0-1数组记录输⼊元素的（⼆进制）哈希值中
右起⼀串零的最靠左的零出现的位置

Flajolet-Martin算法

详细分析见P. Flajolet, GN Martin. <Probabilistic counting algorithms for data base applications>

000001
000011
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⽅法：⽤⼀个0-1数组记录输⼊元素的（⼆进制）哈希值中
右起⼀串零的最靠左的零出现的位置

Flajolet-Martin算法

详细分析见P. Flajolet, GN Martin. <Probabilistic counting algorithms for data base applications>

000001
000011

000011

实际的⼆进制位数远⼤于7，可取⽐如24、32

...
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⽅法：⽤⼀个0-1数组记录输⼊元素的（⼆进制）哈希值中
右起⼀串零的最靠左的零出现的位置

Flajolet-Martin算法

详细分析见P. Flajolet, GN Martin. <Probabilistic counting algorithms for data base applications>

0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1

⼤约有&
A
个数可使此位置1（即mod4=2的数）

⼤约有&
B个数可使此位置1（即mod8=4的数）

右起第𝑖位（𝑖 = 1,…）：⼤约有 &
#($#个数可使此位置1

此部分分析为论⽂为介绍该⽅法做的
基于直觉的分析，⾮严谨数学分析
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⽅法：⽤⼀个0-1数组记录输⼊元素的（⼆进制）哈希值中
右起⼀串零的最靠左的零出现的位置

Flajolet-Martin算法

详细分析见P. Flajolet, GN Martin. <Probabilistic counting algorithms for data base applications>

0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1

当𝑖 ≫ log# 𝑑时，第𝑖位⼤概率为0
当𝑖 ≪ log# 𝑑时，第𝑖位⼤概率为1
当𝑖 ≈ log# 𝑑时，第𝑖位以⼀定概率分别取0和1

此部分分析为论⽂为介绍该⽅法做的
基于直觉的分析，⾮严谨数学分析
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#($#个数可使此位置1



HY,	2024

⽅法：⽤⼀个0-1数组记录输⼊元素的（⼆进制）哈希值中
右起⼀串零的最靠左的零出现的位置

Flajolet-Martin算法

0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1

当𝑖 ≫ log# 𝑑时，第𝑖位⼤概率为0
当𝑖 ≪ log# 𝑑时，第𝑖位⼤概率为1
当𝑖 ≈ log# 𝑑时，第𝑖位以⼀定概率分别取0和1

若末尾0个数的最⼤值为𝑅，有𝑅 = 𝑂 log$ 𝑑

此部分分析为论⽂为介绍该⽅法做的
基于直觉的分析，⾮严谨数学分析

⼤约有&
A
个数可使此位置1（即mod4=2的数）

⼤约有&
B个数可使此位置1（即mod8=4的数）

右起第𝑖位（𝑖 = 1,…）：⼤约有 &
#($#个数可使此位置1
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设末尾0个数的最⼤值为𝑅，论⽂<Probabilistic counting algorithms for data base applications>严格

分析了𝔼 𝑅 与不同元素个数𝑑的关系

Flajolet-Martin算法

论⽂中⽤𝑛表⽰不同元素个数

该⽅法也需要⽤随机平均（stochastic averaging）的技巧提升准确度，
即⽤多个不同的哈希函数或将数据平均分成多个段
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论⽂<Probabilistic counting algorithms for data base applications>实验结果

Flajolet-Martin算法

数据分成段数

采⽤0-1数组长度



本讲小结

最小哈希的方法与应用
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不同元素统计问题
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