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课程内容

HY,	2024

Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知



相似搜索问题及相似度衡量

!"#$%&'()*



相似搜索

HY,	2024

相似搜索（Similarity Search）：

Ø 给定数据集，如何找出其中相似度超过⼀定阈值的数据对（成对相似度搜

索，All-Pairs Similarity Search）

Ø 给定数据集及⼀个新的数据，如何在数据集中找到最相似的数据（最近邻
搜索，Nearest Neighbor Search）



相似搜索

HY,	2024

应⽤场景：

Ø 相似⽂件/⽹页：代码/论⽂查重、检测镜像⽹站



相似搜索

HY,	2024

应⽤场景：

Ø ⾳频指纹：Shazam APP（根据输⼊的⼩段⾳频进⾏搜索）



相似搜索

HY,	2024

应⽤场景：

Ø 协同过滤（collaborative filtering）：推荐系统中根据同⼀批⽤户浏览历史寻

找相似产品；根据浏览及购买历史寻找相似⽤户

图⽚取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>



相似搜索

HY,	2024

应⽤场景：

Ø 协同过滤（collaborative filtering）：微博/QQ/...的好友推荐功能，根据好

友/关注情况分析⽤户之间的相似度



相似搜索

HY,	2024

应⽤场景：

Ø 实体解析（Entity Resolution）：从不同源的数据集中识别哪些数据对应的

是相同的⼈/物

又如：合并多个天⽂望远镜对于同⼀个⽅向/天体的照⽚



相似搜索

HY,	2024

应⽤场景：

Ø 垃圾/诈骗信息检测（Spam/Fraud Detection）：电商平台检测（相似度⾼

的）虚假评论，邮件系统检测（收件地址列表⾼度相似的）垃圾邮件



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）

𝒰
𝑆

𝒯

* 若两个集合都为空集，定义其距离为0



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）

若⽤向量的形式计算：

* 𝑣! 𝑖 , 𝑣" 𝑖 表⽰全集中第𝑖个（⾮重复）元素在集合𝑆和𝑇中出现的次数



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）

Ø 欧⼏⾥得距离（Euclidean Distance）/𝑙!距离

图⽚取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox>

若𝑥, 𝑦为𝑑维实数空间的两个点，即𝑥, 𝑦 ∈ ℝ#，它们之间的欧式距离为：



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）

Ø 欧⼏⾥得距离（Euclidean Distance）/𝑙!距离

图⽚取⾃新浪微博 “爱可可-爱⽣活”



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）

Ø 欧⼏⾥得距离（Euclidean Distance）/𝑙!距离

Ø 𝑙"距离

图⽚取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox>

若𝑥, 𝑦为𝑑维实数空间的两个点，即𝑥, 𝑦 ∈ ℝ#，它们之间的𝑙!（𝑝 ≥ 1）距离为：



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）

Ø 欧⼏⾥得距离（Euclidean Distance）/𝑙!距离

Ø 𝑙"距离

q 𝑝 = 1时，称为“曼哈顿距离”

𝑥

𝑦
若𝑥, 𝑦为𝑑维实数空间的两个点，即𝑥, 𝑦 ∈ ℝ#，它们之间的𝑙!（𝑝 ≥ 1）距离为：



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）

Ø 欧⼏⾥得距离（Euclidean Distance）/𝑙!距离

Ø 𝑙"距离

若𝑥, 𝑦为𝑑维实数空间的两个点，即𝑥, 𝑦 ∈ ℝ#，它们之间的𝑙!（𝑝 ≥ 1）距离为：

q 𝑝 = 1时，称为“曼哈顿距离”
q 随着𝑝增⼤， 𝑥 − 𝑦 $越倾向于受令 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 最⼤的第𝑖个维度的影响
q 定义 𝑥 − 𝑦 % = max

&
𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖



相似搜索

HY,	2024

如何衡量相似度？

Ø 杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离（⼀个集合

中同样的元素允许出现多次）

Ø 欧⼏⾥得距离（Euclidean Distance）/𝑙!距离

Ø 𝑙"距离

𝑥

𝑦

𝑙"距离不受坐标系旋转的影响，⽽其余𝑙!距离不具备此性质

若𝑥, 𝑦为𝑑维实数空间的两个点，即𝑥, 𝑦 ∈ ℝ#，它们之间的𝑙!（𝑝 ≥ 1）距离为：



k维树方法
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k维树

HY,	2024

Ø k维树（k-d tree/k-dimension tree）

Ø 1975年由Stanford本科⽣Bentley提出的⼀种利于相似搜索的数据结构

Ø 对于低维数据⾮常有效（维度𝑑 < 20）

Ø 核⼼思想：⽤⼆叉搜索树对空间进⾏分割、存储数据

Ø 能准确找到数据集中与新数据的欧式距离最⼩的数据（即不是近似求解）



k维树

HY,	2024

例，为10个2维数据建⽴k维树

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

⼆维平⾯



k维树

HY,	2024

例，为10个2维数据建⽴k维树

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

⼆维平⾯

先考虑第1个维度（横轴），找到中值，将数据分成两
半（令左半数⽬⼩于等于右半数⽬）𝑙2

𝑙#
𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥:, 𝑥2;

例⼦修改⾃Ioannis Emiris <Computational Geometry Search in High dimension and kd-trees>



k维树

HY,	2024

例，为10个2维数据建⽴k维树

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

⼆维平⾯

再考虑第2个维度（纵轴），找到中值，将每部分数据
分别分成两半（令左半数⽬⼩于等于右半数⽬）𝑙2

𝑙#
𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥5, 𝑥6 𝑥:, 𝑥2;
𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%



k维树

HY,	2024

例，为10个2维数据建⽴k维树

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

⼆维平⾯

再考虑第1个维度（横轴），找到中值，将每部分数据
分别分成两半（令左半数⽬⼩于等于右半数⽬）𝑙2

𝑙#
𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙&

𝑥#, 𝑥$

𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8 𝑥7, 𝑥9



k维树

HY,	2024

例，为10个2维数据建⽴k维树

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

⼆维平⾯

再考虑第2个维度（纵轴），找到中值，将每部分数据
分别分成两半（令左半数⽬⼩于等于右半数⽬）𝑙2

𝑙#
𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9



k维树

HY,	2024

例，为10个2维数据建⽴k维树

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

⼆维平⾯

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

树中每⼀个分⽀对应空间中的⼀个⼦空间



k维树

HY,	2024

如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

注意：左图只是为⽅便理解搜索过程，实际操
作中只能看到右图中的⼆叉树
（对⾼维数据⽆法画出左图）

𝑦



k维树
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如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

第⼀步：在⼆叉树中根据 𝑦 1 , 𝑦 2
找到𝑦所属的分⽀

𝑦

𝑦



k维树
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如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

𝑦

第⼆步：计算𝑦与𝑦所属的分⽀下数据的
距离，记录下该点𝑥%及距离 +𝑑 = 𝐷 𝑦, 𝑥%

𝑦



k维树
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如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

𝑦

第三步：沿着树回溯，分析其余分⽀有没有可能出
现距离⼩于 +𝑑的点：如果有，计算𝑦与分⽀下数据的
距离，适时更新 +𝑑；否则，放弃相应分⽀。 𝑦



k维树

HY,	2024

如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

𝑦

第三步：沿着树回溯，分析其余分⽀有没有可能出
现距离⼩于 +𝑑的点：如果有，计算𝑦与分⽀下数据的
距离，适时更新 +𝑑；否则，放弃相应分⽀。 𝑦



k维树

HY,	2024

如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

𝑦

第三步：沿着树回溯，分析其余分⽀有没有可能出
现距离⼩于 +𝑑的点：如果有，计算𝑦与分⽀下数据的
距离，适时更新 +𝑑；否则，放弃相应分⽀。 𝑦
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如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？
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距离，适时更新 +𝑑；否则，放弃相应分⽀。 𝑦
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如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？
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第三步：沿着树回溯，分析其余分⽀有没有可能出
现距离⼩于 +𝑑的点：如果有，计算𝑦与分⽀下数据的
距离，适时更新 +𝑑；否则，放弃相应分⽀。 𝑦
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如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

𝑦

第三步：沿着树回溯，分析其余分⽀有没有可能出
现距离⼩于 +𝑑的点：如果有，计算𝑦与分⽀下数据的
距离，适时更新 +𝑑；否则，放弃相应分⽀。 𝑦

当𝑥+ 1 > 𝑙#时，可得𝐷 𝑦, 𝑥+ > ,𝑑 = 𝐷 𝑦, 𝑥&
所以可以放弃搜索𝑥+ 1 > 𝑙#对应的分⽀
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如何⽤k维树查找数据集中与给定新数据𝑦的欧式距离最新的数据？

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9

𝑦

按照前述搜索过程，当𝑦处于图⽰位
置时，需要和哪些数据进⾏对⽐？
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此例仅展⽰维数为2的情况。当数据维数⼩于等于20时，⾮常有效

𝑥2𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7
𝑥8

𝑥9

𝑥:

𝑥2;

𝑙2
𝑙#

𝑥# 1 ≤ 𝑙$ 𝑥# 1 > 𝑙$

𝑥6

𝑙3 𝑙4

𝑙! 𝑙$

𝑥3
𝑙5

𝑙6

𝑙7

𝑙8

𝑥# 2 ≤ 𝑙" 𝑥# 2 > 𝑙"
𝑥# 2 ≤ 𝑙% 𝑥# 2 > 𝑙%

𝑙%

𝑥5

𝑙& 𝑙'

𝑥2; 𝑥:

𝑙(

𝑥8

𝑙9 𝑙:

𝑥4

𝑙)

𝑥2 𝑥7

𝑙*

𝑥9
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维数灾难（Curse of dimensionality）：复杂度随数据维度𝑑指数增长

实验结果取⾃Sham Kakade < CSE547/STAT548 - Machine Learning for Big Data>

数据集⼤⼩𝑁 数据维度𝑑

检索次数

为什么？是由于k维树的缺陷还是由于难以对⾼维数据进⾏相似搜索？



k维树

HY,	2024

⾼维空间缺少像低维空间（⽐如⼆维/三维）的⼏何特性，⽐如在⾼维空间有⼤量的数据两
两之间距离类似

例⼦取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox>



k维树

HY,	2024

⾼维空间缺少像低维空间（⽐如⼆维/三维）的⼏何特性，⽐如在⾼维空间有⼤量的数据两
两之间距离类似

例⼦取⾃Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox>

𝑑 = 100时，若选其中任何⼀个数据作为参考数据、寻找相似数据，可能有⼤量距离相似的数据
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高维数据
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⼤数据不仅说明数据量⼤，还意味数据的维度⾼：

Ø 微博有上亿⽇活⽤户，每个⽤户的记录可以有上千个维度：关注/被关注/

浏览记录/点赞时间/发微博量/微博内容/...

Ø ⼀个时长3分钟、500x500像素、每秒15帧、3颜⾊通道的视频，有⾄少⼆⼗
亿个像素值



高维数据
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⼤数据不仅说明数据量⼤，还意味数据的维度⾼：

Ø 微博有上亿⽇活⽤户，每个⽤户的记录可以有上千个维度：关注/被关注/

浏览记录/点赞时间/发微博量/微博内容/...

Ø ⼀个时长3分钟、500x500像素、每秒15帧、3颜⾊通道的视频，有⾄少⼆⼗
亿个像素值

对⾼维数据，通过k维树等⽅法难以有效解决相似搜索的问题

数据降维（Dimensionality Reduction）：把⾼维空间中的数据⽤低维空间中的数据

表⽰，并尽可能保留原始数据之间的特定性质

* 对于相似搜索，需要保留的是不同数据之间的相对距离

𝒙$, 𝒙", … , 𝒙& ∈ ℝ' ⇒ 6𝒙$, 6𝒙", … , 6𝒙& ∈ ℝ(（𝑑 ≪ 𝑘）
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给定𝒙#, … , 𝒙, ∈ ℝ-及误差𝜀 ≥ 0，求满⾜以下条件的4𝒙#, … , 4𝒙, ∈ ℝ.（𝑑 ≪ 𝑘）：

欧⼏⾥得低失真嵌⼊（Euclidean Low Distortion Embedding）

1 − 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
≤ 4𝒙+ − 4𝒙/ !

≤ 1 + 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
, ∀𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛.

相似搜索：先对⾼维数据𝒙$, … , 𝒙&降维、得到6𝒙$, … , 6𝒙&，再⽤k维树等⽅法做相似搜索



JL转换
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JL转换（ Johnson - Lindenstrauss Transform）：

Ø 1984年由William Buhmann Johnson与Joram Lindenstrauss提出

Ø 可以⽤于解决欧⼏⾥得低失真嵌⼊问题

泛函分析⽅向的研究



JL转换
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前四讲中多次利⽤随机哈希函数将取值范围⼤的输⼊元素映射为取值范围较⼩的结果

例如解决从属问题的布隆过滤器：

0

1

2

...

m-2

m-1

m种取值
⽐如URL的集合
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前四讲中多次利⽤随机哈希函数将取值范围⼤的输⼊元素映射为取值范围较⼩的结果

JL转换的思想：利⽤随机⽣成的𝑑×𝑘⼤⼩的矩阵，将𝑘维数据压缩⾄𝑑维数据

𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙+

=
𝑑×1向量 4𝒙+

第𝑖个原始数据
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前四讲中多次利⽤随机哈希函数将取值范围⼤的输⼊元素映射为取值范围较⼩的结果

JL转换的思想：利⽤随机⽣成的𝑑×𝑘⼤⼩的矩阵，将𝑘维数据压缩⾄𝑑维数据

𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙+

=
𝑑×1向量 4𝒙+

第𝑖个原始数据

如何随机⽣成矩阵𝑨可以取得低失真？

1 − 𝜀 𝒙! − 𝒙" #
≤ &𝒙! − &𝒙" #

≤ 1 + 𝜀 𝒙! − 𝒙" #
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矩阵𝑨的每⼀个1×𝑘的⾏向量与 𝑘×1的列向量相乘

可以定义为⽤由向量𝒓定义的函数𝑓 > 对数据𝒙做变换

𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙+

=
𝑑×1向量 4𝒙+

向量𝒓)
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矩阵𝑨的每⼀个1×𝑘的⾏向量与 𝑘×1的列向量相乘

可以定义为⽤由向量𝒓定义的函数𝑓 > 对数据𝒙做变换

𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙+

=
𝑑×1向量 4𝒙+

分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）
都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时
𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 相对于 𝒙 − 𝒚 "的变化

向量𝒓)
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

= =
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

𝑘个服从正态分布的随机变量的加权和依然是正态分布 正态分布的优异性质

随机变量 服从正态分布，期望为 ，⽅差为 ？

= =
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

𝑘个服从正态分布的随机变量的加权和依然是正态分布 正态分布的优异性质

随机变量 服从正态分布，期望为0，⽅差为

= =
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

随机变量 服从正态分布，期望为0，⽅差为 即

𝐕𝐚𝐫 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 = 𝒙 − 𝒚 !
!

= =
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

随机变量 服从正态分布，期望为0，⽅差为 即

𝐕𝐚𝐫 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 = 𝒙 − 𝒚 !
!

需要分析的是 ？（回忆𝑙"距离定义）
⽬标：降维过程中保护数据之间距离
1 − 𝜀 𝒙& − 𝒙' (

≤ A𝒙& − A𝒙' (
≤ 1 + 𝜀 𝒙& − 𝒙' (

= =
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

随机变量 服从正态分布，期望为0，⽅差为 即

𝐕𝐚𝐫 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 = 𝒙 − 𝒚 !
!

需要分析的是 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 （⼀维数据间距离）
⽬标：降维过程中保护数据之间距离
1 − 𝜀 𝒙& − 𝒙' (

≤ A𝒙& − A𝒙' (
≤ 1 + 𝜀 𝒙& − 𝒙' (

= =

注意绝对值符号
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

随机变量 服从正态分布，期望为0，⽅差为 即

𝐕𝐚𝐫 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 = 𝒙 − 𝒚 !
!

改为分析 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"

⽬标：降维过程中保护数据之间距离
1 − 𝜀 𝒙& − 𝒙' (

≤ A𝒙& − A𝒙' (
≤ 1 + 𝜀 𝒙& − 𝒙' (

= =
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

随机变量 服从正态分布，期望为0，⽅差为 即

𝐕𝐚𝐫 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 = 𝔼 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
! − 𝔼 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 ! = 𝒙 − 𝒚 !

!

= =

改为分析 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

每个𝑟'都是服从正态分布的随机变量

看作常数

随机变量 服从正态分布，期望为0，⽅差为 即

𝔼 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
! = 𝒙 − 𝒚 !

!

= =

改为分析 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

对两个⾼维数据𝒙和𝒚分别⽤函数𝑓𝒓 * 做变换，得到的 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
值可以⽤于近似 𝒙 − 𝒚 "

"

𝔼 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
! = 𝒙 − 𝒚 !

!

= =
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

对两个⾼维数据𝒙和𝒚分别⽤函数𝑓𝒓 * 做变换，得到的 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
值可以⽤于近似 𝒙 − 𝒚 "

"

𝔼 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
! = 𝒙 − 𝒚 !

!

问题⼀，现在仅是 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
的期望等于 𝒙 − 𝒚 "

"， 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
的具体

取值可能明显偏离 𝒙 − 𝒚 "
"，如何降低随机性？

问题⼆，𝔼 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
= 𝒙 − 𝒚 "

"不代表𝔼 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 = 𝒙 − 𝒚 "，在

问题⼀存在的基础上， 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 可能进⼀步偏离 𝒙 − 𝒚 "

= =
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分析当向量𝒓中的每个元素𝑟*（𝑗 = 1,… , 𝑘）都按标准正态分布𝒩 0,1 随机取值时𝑓𝒓 𝒙 −
𝑓𝒓 𝒚 相对于𝒙 − 𝒚的变化

JL转换

对两个⾼维数据𝒙和𝒚分别⽤函数𝑓𝒓 * 做变换，得到的 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
值可以⽤于近似 𝒙 − 𝒚 "

"

𝔼 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
! = 𝒙 − 𝒚 !

!

问题⼀， 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦
"
的具体取值可能明显偏离 𝒙 − 𝒚 "

"，如何降低随机性？

问题⼆， 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 可能进⼀步偏离 𝒙 − 𝒚 "

解决思路？多个哈希函数？

= =
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𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙+

=
𝑑×1向量 4𝒙+

现仅分析⼀个向量𝒓时， 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 相对 𝒙 − 𝒚 #变化
（或 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 #相对 𝒙 − 𝒚 #

#变化 ）

当有𝑑个向量时（𝒓), … , 𝒓#），E

E

𝑓𝒓𝟏 𝒙 ,… , 𝑓𝒓" 𝒙 −

𝑓𝒓𝟏 𝒚 ,… , 𝑓𝒓" 𝒚 (
相对 𝒙 − 𝒚 (的变化？



JL转换

HY,	2024

当有𝑑个向量时（𝒓), … , 𝒓#），E

E

𝑓𝒓𝟏 𝒙 ,… , 𝑓𝒓" 𝒙 −

𝑓𝒓𝟏 𝒚 ,… , 𝑓𝒓" 𝒚 (
相对 𝒙 − 𝒚 (的变化？

= =

现仅分析⼀个向量𝒓时， 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 相对 𝒙 − 𝒚 #变化
（或 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 #相对 𝒙 − 𝒚 #

#变化 ）
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当有𝑑个向量时（𝒓), … , 𝒓#），E

E

𝑓𝒓𝟏 𝒙 ,… , 𝑓𝒓" 𝒙 −

𝑓𝒓𝟏 𝒚 ,… , 𝑓𝒓" 𝒚 (
相对 𝒙 − 𝒚 (的变化？

直觉上，可以看到如下结果：
$
( 𝑓𝒓𝟏 𝒙 ,… , 𝑓𝒓& 𝒙 − $

( 𝑓𝒓𝟏 𝒚 ,… , 𝑓𝒓& 𝒚 𝟐
相⽐于 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 能更好地近似 𝒙 − 𝒚 "

绝对值符号内是⼀个标量绝对值符号内是⼀个向量

= =

现仅分析⼀个向量𝒓时， 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 相对 𝒙 − 𝒚 #变化
（或 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 #相对 𝒙 − 𝒚 #

#变化 ）
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当有𝑑个向量时（𝒓), … , 𝒓#），E

E

𝑓𝒓𝟏 𝒙 ,… , 𝑓𝒓" 𝒙 −

𝑓𝒓𝟏 𝒚 ,… , 𝑓𝒓" 𝒚 (
相对 𝒙 − 𝒚 (的变化？

直觉上，可以看到如下结果：
$
( 𝑓𝒓𝟏 𝒙 ,… , 𝑓𝒓& 𝒙 − $

( 𝑓𝒓𝟏 𝒚 ,… , 𝑓𝒓& 𝒚 𝟐
相⽐于 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝑦 能更好地近似 𝒙 − 𝒚 "

绝对值符号内是⼀个标量绝对值符号内是⼀个向量

= =

现仅分析⼀个向量𝒓时， 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 相对 𝒙 − 𝒚 #变化
（或 𝑓𝒓 𝒙 − 𝑓𝒓 𝒚 #相对 𝒙 − 𝒚 #

#变化 ）

例 #
!
2,2 − #

!
1,1

!
= 2 − 1
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𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙+

=
𝑑×1向量 4𝒙+

调整⼤⼩

完整的JL转换： 令𝑨中元素都按标准正态分布𝒩 0,1
随机取值，矩阵𝑨与向量𝒙相乘后的结果乘以系数 )

#

（等价于：令𝑨中元素都按正态分布𝒩 0, )
#

随机
取值，矩阵𝑨与向量𝒙相乘后不⽤调整系数）
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给定𝒙#, … , 𝒙, ∈ ℝ-及误差𝜀 ≥ 0，求满⾜以下条件的4𝒙#, … , 4𝒙, ∈ ℝ.（𝑑 ≪ 𝑘）：

欧⼏⾥得低失真嵌⼊（Euclidean Low Distortion Embedding）

1 − 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
≤ 4𝒙+ − 4𝒙/ !

≤ 1 + 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
, ∀𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛.

对任意𝒙#, … , 𝒙, ∈ ℝ-及误差𝜀 ≥ 0，存在⼀个𝑑×𝑘矩阵𝑨（𝑑 = 𝑂 123 ,
4+

）使得当

4𝒙+ = 𝑨𝒙+时有

1 − 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
≤ 4𝒙+ − 4𝒙/ !

≤ 1 + 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
, ∀𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛.

若矩阵𝑨的每⼀个元素都依据𝒩 0, #
.
随机取值，则上式能以较⼤概率被满⾜。

JL引理（ Johnson - Lindenstrauss Lemma）
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给定𝒙#, … , 𝒙, ∈ ℝ-及误差𝜀 ≥ 0，求满⾜以下条件的4𝒙#, … , 4𝒙, ∈ ℝ.（𝑑 ≪ 𝑘）：

欧⼏⾥得低失真嵌⼊（Euclidean Low Distortion Embedding）

1 − 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
≤ 4𝒙+ − 4𝒙/ !

≤ 1 + 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
, ∀𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛.

对任意𝒙#, … , 𝒙, ∈ ℝ-及误差𝜀 ≥ 0，存在⼀个𝑑×𝑘矩阵𝑨（𝑑 = 𝑂 123 ,
4+

）使得当

4𝒙+ = 𝑨𝒙+时有

1 − 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
≤ 4𝒙+ − 4𝒙/ !

≤ 1 + 𝜀 𝒙+ − 𝒙/ !
, ∀𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛.

若矩阵𝑨的每⼀个元素都依据𝒩 0, #
.
随机取值，则上式能以较⼤概率被满⾜。

JL引理（ Johnson - Lindenstrauss Lemma）

存在令不等式严格成⽴的矩阵𝑨

依据正态分布随机⽣成的矩阵𝑨较可能令不等式成⽴
（具体概率值的分析略）
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给定𝒙#, … , 𝒙, ∈ ℝ-及误差𝜀 ≥ 0，求满⾜以下条件的4𝒙#, … , 4𝒙, ∈ ℝ.（𝑑 ≪ 𝑘）：
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注意：为确保低失真，𝑑值有下限（即JL转换不能在低失真约束下⽆限制地压缩数据）
例：𝜀 = 0.05, 𝑛 = 10-时，𝑑值约为6600，不受𝑘的影响（如𝑘 = 10$"依然可以低失真压缩⾄𝑑维）
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𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙&

=

𝑑×1向量 A𝒙&

JL转换的优点：数据⽆关（data oblivious）

Ø 降维映射函数（即矩阵𝑨的选择）与数据𝒙$, … , 𝒙&的具体取值⽆关

Ø 数据𝒙$, … , 𝒙&可以以数据流的形式输⼊，仅需很⼩的存储空间即可依次得到6𝒙$, … , 6𝒙&
Ø 可以在多个服务器并⾏
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𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙&

=

𝑑×1向量 A𝒙&

JL转换的优点：数据⽆关（data oblivious）

Ø 降维映射函数（即矩阵𝑨的选择）与数据𝒙$, … , 𝒙&的具体取值⽆关

Ø 数据𝒙$, … , 𝒙&可以以数据流的形式输⼊，仅需很⼩的存储空间即可依次得到6𝒙$, … , 6𝒙&
Ø 可以在多个服务器并⾏

另⼀种降维⽅法（属于谱分析的）主成分分析
（PCA）不具备数据⽆关的特性
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JL转换的改进：当𝑘值⾮常⼤时，𝑨𝒙运算耗时

Ø 将在实数范围内随机取值的𝐴#*改为在集合 −1,0,1 中随机取值

𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙&

=

𝑑×1向量 A𝒙&

可以避免乘法运算，只进⾏加减运算
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JL转换的改进：当𝑘值⾮常⼤时，𝑨𝒙运算耗时

Ø 将在实数范围内随机取值的𝐴#*改为在集合 −1,0,1 中随机取值

可以避免乘法运算，只进⾏加减运算

论⽂中符号定义与本课件相反：要将𝑑维数据压缩⾄𝑘维数据
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相似搜索问题及相似度衡量

数据降维及JL转换
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