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课程内容

HY,	2024

Part1随机化方法

一致性哈希 布隆过滤器 CM Sketch方法 最小哈希

欧氏距离下的相似搜索 Jaccard相似度下的相似搜索

Part2谱分析方法

主成分分析 奇异值分解 谱图论

Part3最优化方法

压缩感知



Jaccard相似度
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上讲回顾

HY,	2024

欧⼏⾥得距离（Euclidean Distance）/𝑙!距离：

若𝑥, 𝑦 ∈ ℝ"，它们之间的欧式距离为

相似搜索：k维树（若是⾼维数据，先通过JL转换降维成低维数据）



上讲回顾

HY,	2024

欧⼏⾥得距离（Euclidean Distance）/𝑙!距离：

若𝑥, 𝑦 ∈ ℝ"，它们之间的欧式距离为

相似搜索：k维树（若是⾼维数据，先通过JL转换降维成低维数据）

当数据的类别是集合怎么做相似搜索？

⽂档（⽐如⼀条微博）可以看作是词语的集合

给定⼀堆⽂档（⽐如若⼲条微博）和⼀个新的⽂档，如何做相似搜索？
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当数据的类别是集合怎么做相似搜索？

上世纪九⼗年代，⽹页搜索引擎Alta Vista需要滤除相似的⽹页

Alta Vista将每个⽹页视作⼀个集合，采取Jaccard相似度定义不同⽹页的相似度

Jaccard相似度



Jaccard相似度

HY,	2024

杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离

𝒰
𝑆

𝒯



Jaccard相似度

HY,	2024
例⼦取⾃Bhavika Kanani <Jaccard Similarity – Text Similarity Metric in NLP> from studymachinelearning.com



Jaccard相似度

HY,	2024

杰卡德相似度（Jaccard Similarity）：刻画两个集合之间的距离

如何在Jaccard相似度下做相似搜索？

为简化对⽅法的介绍，假设每个集合（⽂
件）不包含重复元素



局部敏感哈希
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最⼩哈希
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Ø 回顾欧式距离下⾼维数据的相似搜索⽅法，先通过JL转换把⾼维数据（随机）

映射到低维数据，从⽽⽅便做相似搜索

Ø 此处，可以⽤类似思路，将集合类数据（随机）映射为⼀个（或若⼲个）实数，
从⽽⽅便做相似搜索

𝑑×𝑘矩阵 𝑨

𝑘×1向量 𝒙!

=

𝑑×1向量 '𝒙!



最⼩哈希
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Ø 回顾欧式距离下⾼维数据的相似搜索⽅法，先通过JL转换把⾼维数据（随机）

映射到低维数据，从⽽⽅便做相似搜索

Ø 此处，可以⽤类似思路，将集合类数据（随机）映射为⼀个（或若⼲个）实数，
从⽽⽅便做相似搜索

集合A
0.32

集合B
0.65

集合C
0.32

最理想的情况：利⽤这个实数做相似搜索，如先寻找实数值和集合A⼀样的集合，
再具体计算这些集合与集合A之间的Jaccard相似度



最⼩哈希
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⾸先，需要找到⼀个映射𝑓 ( 将输⼊集合映射为⼀个实数，并确保如下性质：

𝐏𝐫 𝑓 𝐴 = 𝑓 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵 =
𝐴 ∩ 𝐵
𝐴 ∪ 𝐵

集合A 集合B

即𝑓 ( 需要满⾜：两个集合的Jaccard相似度越⾼，𝑓 𝐴 与𝑓 𝐵 相等的概率越⼤

有没有这样的映射𝑓 ( ？ 之前介绍其它技术时提到过
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给定长度为n的数据流𝑥#, ⋯ , 𝑥$，如何计算其中不同元素的个数？

不同元素统计问题（Distinct Element Counting Problem）

初始化 𝑠 ← 1

对𝑖 = 1,… , 𝑛： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!

取"
# − 1作为对不同元素个数的估计

图例取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

假如有⼀个随机哈希函数 ℎ: 𝒰 → 0, 1 ，即输出是连续⽽⾮离散值

...

内容回顾



最⼩哈希
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⾸先，需要找到⼀个映射𝑓 ( 将输⼊集合映射为⼀个实数，并确保如下性质：

𝐏𝐫 𝑓 𝐴 = 𝑓 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵 =
𝐴 ∩ 𝐵
𝐴 ∪ 𝐵

集合A 集合B

即𝑓 ( 需要满⾜：两个集合的Jaccard相似度越⾼，𝑓 𝐴 与𝑓 𝐵 相等的概率越⼤

有没有这样的映射𝑓 ( ？ 为集合的所有元素分别计算哈希值，然后取最⼩哈希值



最⼩哈希
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需要找到⼀个映射𝑓 ( 将输⼊集合映射为⼀个实数

为集合的所有元素分别计算哈希值，然后取最⼩哈希值

初始化 𝑠 ← 1

对𝑥! ∈ 𝐴, 𝑖 = 1,… , 𝐴 ： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!
取𝑠作为𝑓 𝐴

假如有⼀个随机哈希函数 ℎ: 𝒰 → 0, 1 ，即输出是连续⽽⾮离散值

将𝑓 𝐴 记为MinHash 𝐴

图例取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>



最⼩哈希
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验证MinHash ( 是否满⾜如下性质：

𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵 =
𝐴 ∩ 𝐵
𝐴 ∪ 𝐵

集合A 集合B

即两个集合的Jaccard相似度越⾼， MinHash 𝐴 与 MinHash 𝐵 相等的概率越⼤？

初始化 𝑠 ← 1

对𝑥! ∈ 𝐴, 𝑖 = 1,… , 𝐴 ： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!
取𝑠作为MinHash 𝐴

初始化 𝑠 ← 1

对𝑥! ∈ 𝐵, 𝑖 = 1,… , 𝐵 ： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!
取𝑠作为MinHash 𝐵



最⼩哈希
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验证MinHash ( 是否满⾜如下性质：

𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵 =
𝐴 ∩ 𝐵
𝐴 ∪ 𝐵

即两个集合的Jaccard相似度越⾼， MinHash 𝐴 与 MinHash 𝐵 相等的概率越⼤？

图例取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

什么情况下MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 ？

注意，因为随机哈希函数ℎ的取值范围是连续区
间 0, 1 ⽽且𝑥# ≠ ⋯ ≠ 𝑥%，有ℎ 𝑥# ≠ ⋯ ≠ ℎ 𝑥%



最⼩哈希
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验证MinHash ( 是否满⾜如下性质：

𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵 =
𝐴 ∩ 𝐵
𝐴 ∪ 𝐵

即两个集合的Jaccard相似度越⾼， MinHash 𝐴 与 MinHash 𝐵 相等的概率越⼤？

图例取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

当min ℎ 𝑥# , … , ℎ 𝑥% 为ℎ 𝑥& 或ℎ 𝑥' 时

注意，因为随机哈希函数ℎ的取值范围是连续区
间 0, 1 ⽽且𝑥# ≠ ⋯ ≠ 𝑥%，有ℎ 𝑥# ≠ ⋯ ≠ ℎ 𝑥%

什么情况下MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 ？



最⼩哈希
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验证MinHash ( 是否满⾜如下性质：

𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵 =
𝐴 ∩ 𝐵
𝐴 ∪ 𝐵

即两个集合的Jaccard相似度越⾼， MinHash 𝐴 与 MinHash 𝐵 相等的概率越⼤？

图例取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐏𝐫 𝐴 ∪ 𝐵中哈希值最⼩的元素属于𝐴 ∩ 𝐵



基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

MinHash ( 满⾜性质：𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵

如何⽤最⼩哈希做相似搜索？ 为每个集合（⽂件）计算MinHash值，然后搜索所
有与新集合具有相同MinHash值的集合？最后，逐
个计算搜得集合与新集合的准确Jaccard相似度
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基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

MinHash ( 满⾜性质：𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵

如何⽤最⼩哈希做相似搜索？

可以先将已有⽂件根据MinHash值分⼊不同的
“桶”，然后只需在相应的“桶”中进⾏⽐对

为每个集合（⽂件）计算MinHash值，然后搜索所
有与新集合具有相同MinHash值的集合？最后，逐
个计算搜得集合与新集合的准确Jaccard相似度
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基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

0.32

0.43

0.32

0.43

0.26

0.24

0.26

0.28

0.41



基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

0.32

0.43

0.32

0.43

0.26

0.24

0.26

0.28

0.41

实际选取的𝑚值很⼤，因此不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩...
...
...
...
...
...
...
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基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

0.43
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0.28

0.41

0.32

实际选取的𝑚值很⼤，因此不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩



基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

0.28, 𝑔 0.28 = 9

需要寻找与 相似度最⾼的⽂件
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基于最⼩哈希的相似搜索
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⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

0.28, 𝑔 0.28 = 9

需要寻找与 相似度最⾼的⽂件
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优点：

如果存在与 相似度100%的⽂件，那

么⼀定能通过此⽅法搜索出来。



基于最⼩哈希的相似搜索
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⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

0.28, 𝑔 0.28 = 9

需要寻找与 相似度最⾼的⽂件
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缺点：

如果存在与 相似度⾮常⾼的⽂件𝐶，

有⼀定概率MinHash 𝐶 ≠ 0.28且

𝑔 MinHash 𝐶 ≠ 9。此时，将出现“false

negative”（漏报），⽆法搜索出该⽂件𝐶



基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8，那么𝐏𝐫 𝑔 MinHash 𝐴 = 𝑔 MinHash 𝐶 ≈?

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）



基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8，那么𝐏𝐫 𝑔 MinHash 𝐴 = 𝑔 MinHash 𝐶 ≈ 0.8

𝐏𝐫 𝑔 MinHash 𝐴 = 𝑔 MinHash 𝐶 ≈ 𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐶 = 𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8

说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，有约20%的概率⽆法在前述相似搜索中找出C

如何降低该概率？

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）



基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8，那么𝐏𝐫 𝑔 MinHash 𝐴 = 𝑔 MinHash 𝐶 ≈ 0.8

𝐏𝐫 𝑔 MinHash 𝐴 = 𝑔 MinHash 𝐶 ≈ 𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐶 = 𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8

说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，有约20%的概率⽆法在前述相似搜索中找出C

如何降低该概率？

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）

利⽤多个不同的哈希函数，多个不同的ℎ = 还是多个不同的𝑔 = ？



基于最⼩哈希的相似搜索

HY,	2024

⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1（“桶”编号）

注意，该随机哈希函数𝑔 = 不同于在计算MinHash值时⽤的哈希函数ℎ =

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8，那么𝐏𝐫 𝑔 MinHash 𝐴 = 𝑔 MinHash 𝐶 ≈ 0.8

𝐏𝐫 𝑔 MinHash 𝐴 = 𝑔 MinHash 𝐶 ≈ 𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐶 = 𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8

说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，有约20%的概率⽆法在前述相似搜索中找出C

如何降低该概率？

利⽤多个不同的哈希函数，多个不同的ℎ = 还是多个不同的𝑔 = ？

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）

利⽤多个不同的ℎ = ，为每个⽂件计算多个MinHash值



HY,	2024

初始化 𝑠 ← 1

对𝑥! ∈ 𝐴, 𝑖 = 1,… , 𝐴 ： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!
取𝑠作为MinHash 𝐴

假如有⼀个随机哈希函数 ℎ: 𝒰 → 0, 1

基于最⼩哈希的相似搜索

通过采⽤𝑡个不同的哈希函数，可以得到𝑡个不同的MinHash值

可以记为MinHash" 𝐴 ,MinHash$ 𝐴 ,… ,MinHash% 𝐴



HY,	2024

假设𝑡 = 2

基于最⼩哈希的相似搜索

0.32, 0.21

0.43, 0.19

0.32, 0.21

0.43, 0.19

0.26, 0.33

0.24, 0.19

0.26, 0.11

0.28, 0.17

0.41, 0.11
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假设𝑡 = 2，⽤随机哈希函数𝑔 = : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0,… ,𝑚 − 1

基于最⼩哈希的相似搜索
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21

34

44

0.19

0.21

0.19

0.33

0.19

0.11

0.17

0.11

0.21

根据MinHash"值将⽂件映射到“桶” 根据MinHash$值将⽂件映射到“桶”
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假设𝑡 = 2，⽤随机哈希函数𝑔 = : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0,… ,𝑚 − 1

基于最⼩哈希的相似搜索
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...
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3
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51
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0.32

0.43
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0.24

0.26

0.28

0.41
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6

11

21

34

44

0.19

0.21

0.19

0.33

0.19

0.11

0.17

0.11

0.21

根据MinHash"值将⽂件映射到“桶” 根据MinHash$值将⽂件映射到“桶”

(0.28, 0.11), 𝑔 0.28 = 9, 𝑔 0.11 = 11

需要寻找与 相似度最⾼的⽂件
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假设𝑡 = 2，⽤随机哈希函数𝑔 = : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0,… ,𝑚 − 1

基于最⼩哈希的相似搜索

...

...

...
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...

...
3
...
9

17
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39

51

0.43

0.32

0.43

0.26

0.24

0.26

0.28

0.41

0.32
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...
6

11

21

34

44

0.19

0.21

0.19

0.33

0.19

0.11

0.17

0.11

0.21

根据MinHash"值将⽂件映射到“桶” 根据MinHash$值将⽂件映射到“桶”

(0.28, 0.11), 𝑔 0.28 = 9, 𝑔 0.11 = 11

需要寻找与 相似度最⾼的⽂件

分别计算它们与 的相似度
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假设𝑡 = 2，⽤随机哈希函数𝑔 = : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0,… ,𝑚 − 1

基于最⼩哈希的相似搜索

...

...

...

...

...

...
3
...
9

17

26

39

51

0.43

0.32

0.43

0.26

0.24

0.26

0.28

0.41

0.32

...

...

...

...

...
6

11

21

34

44

0.19

0.21

0.19

0.33

0.19

0.11

0.17

0.11

0.21

根据MinHash"值将⽂件映射到“桶” 根据MinHash$值将⽂件映射到“桶”

分别计算它们与 的相似度

通过扩⼤对⽐⽂件的范围（即考虑所有在𝑡个MinHash值中⾄少有⼀个
与 相同的⽂件），减少“false negative”（漏报）



基于最⼩哈希的相似搜索
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⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8，计算如下概率：

𝐏𝐫 𝑔 MinHash" 𝐴 = 𝑔 MinHash" 𝐶 𝐎𝐑 … 𝐎𝐑 𝑔 MinHash% 𝐴 = 𝑔 MinHash% 𝐶

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）



基于最⼩哈希的相似搜索
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⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8，计算如下概率：

𝐏𝐫 𝑔 MinHash" 𝐴 = 𝑔 MinHash" 𝐶 𝐎𝐑 … 𝐎𝐑 𝑔 MinHash% 𝐴 = 𝑔 MinHash% 𝐶

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）

约为1 − 1 − 0.8 %

当𝑡 = 2时，概率约为0.96
（说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，有约4%的概率⽆法在相似搜索中找出C）
当𝑡 = 3时，概率约为0.992
（说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，有约0.8%的概率⽆法在相似搜索中找出C）

通过扩⼤对⽐⽂件的范围可以减少“false negative”（漏报）的可能性，但是附带的问题是？



基于最⼩哈希的相似搜索
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⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.8，计算如下概率：

𝐏𝐫 𝑔 MinHash" 𝐴 = 𝑔 MinHash" 𝐶 𝐎𝐑 … 𝐎𝐑 𝑔 MinHash% 𝐴 = 𝑔 MinHash% 𝐶

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）

约为1 − 1 − 0.8 %

当𝑡 = 2时，概率约为0.96
（说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，有约4%的概率⽆法在相似搜索中找出C）
当𝑡 = 3时，概率约为0.992
（说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，有约0.8%的概率⽆法在相似搜索中找出C）

通过扩⼤对⽐⽂件的范围可以减少“false negative”（漏报）的可能性，但是附带的问题是？

需对⽐的⽂件的数⽬增多（包括实际相似度低的⽂件），需计算与更多⽂件之间的Jaccard相似度



基于最⼩哈希的相似搜索
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⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.3，计算如下概率：

𝐏𝐫 𝑔 MinHash" 𝐴 = 𝑔 MinHash" 𝐶 𝐎𝐑 … 𝐎𝐑 𝑔 MinHash% 𝐴 = 𝑔 MinHash% 𝐶

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）

约为1 − 1 − 0.3 %

当𝑡 = 3时，概率约为0.657
（说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，即便实际相似度不⾼，仍有65.7%的概率需
要具体计算⽂件A与⽂件C之间的Jaccard相似度值）



基于最⼩哈希的相似搜索
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⽤随机哈希函数𝑔 ( : 0,1 → 0,… ,𝑚 − 1 将每个MinHash值映射为0, … ,𝑚 − 1

例，当⽂件A与C的Jaccard相似度𝐽 𝐴, 𝐶 = 0.3，计算如下概率：

𝐏𝐫 𝑔 MinHash" 𝐴 = 𝑔 MinHash" 𝐶 𝐎𝐑 … 𝐎𝐑 𝑔 MinHash% 𝐴 = 𝑔 MinHash% 𝐶

（假设𝑚值⾜够⼤，使得不同的MinHash值被映射到同⼀个桶的概率很⼩）

约为1 − 1 − 0.3 %

当𝑡 = 3时，概率约为0.657
（说明如果⽂件A是新⽂件，⽂件C在⼀堆⽂件中，即便实际相似度不⾼，仍有65.7%的概率需
要具体计算⽂件A与⽂件C之间的Jaccard相似度值）

如何尽量令低相似度的两个⽂件的MinHash", … ,MinHash%值都不相等？

此时，概率值𝐏𝐫 𝑔 MinHash! 𝐴 = 𝑔 MinHash! 𝐶 𝐎𝐑 … 𝐎𝐑 𝑔 MinHash" 𝐴 = 𝑔 MinHash" 𝐶 ⾮常⼩
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𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵

集合A 集合B

如何修改可以令当𝐽 𝐴, 𝐵 较⼩时，A和B对应的数以较⼤概率不同？

初始化 𝑠 ← 1

对𝑥! ∈ 𝐴, 𝑖 = 1,… , 𝐴 ： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!
取𝑠作为MinHash 𝐴

初始化 𝑠 ← 1

对𝑥! ∈ 𝐵, 𝑖 = 1,… , 𝐵 ： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!
取𝑠作为MinHash 𝐵

基于最⼩哈希的相似搜索
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𝐏𝐫 MinHash 𝐴 = MinHash 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵

集合A 集合B

如何修改可以令当𝐽 𝐴, 𝐵 较⼩时，A和B对应的数以较⼤概率不同？

初始化 𝑠 ← 1

对𝑥! ∈ 𝐴, 𝑖 = 1,… , 𝐴 ： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!
取𝑠作为MinHash 𝐴

初始化 𝑠 ← 1

对𝑥! ∈ 𝐵, 𝑖 = 1,… , 𝐵 ： 𝑠 ← min 𝑠, ℎ 𝑥!
取𝑠作为MinHash 𝐵

基于最⼩哈希的相似搜索

利⽤多个不同的哈希函数，为每个⽂件计算多个MinHash值
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𝐏𝐫 MinHash" 𝐴 ,… ,MinHash& 𝐴 = MinHash" 𝐵 ,… ,MinHash& 𝐵 = 𝐽 𝐴, 𝐵 &

集合A 集合B

基于最⼩哈希的相似搜索

MinHash# 𝐴 ,… ,MinHash( 𝐴 MinHash# 𝐵 ,… ,MinHash( 𝐵

采⽤𝑟个不同的哈希函数
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局部敏感哈希

MinHash"," 𝑋 ,MinHash",$ 𝑋 ,… ,MinHash",& 𝑋

MinHash$," 𝑋 ,MinHash$,$ 𝑋 ,… ,MinHash$,& 𝑋
…

MinHash%," 𝑋 ,MinHash%,$ 𝑋 ,… ,MinHash%,& 𝑋

集合X

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

0

...

...

m-1

0

...

...

m-1

0

...

...

m-1

…

MinHash"," 𝑋 ,MinHash",$ 𝑋 ,… ,MinHash",& 𝑋

MinHash$," 𝑋 ,MinHash$,$ 𝑋 ,… ,MinHash$,& 𝑋
…

MinHash%," 𝑋 ,MinHash%,$ 𝑋 ,… ,MinHash%,& 𝑋

集合X 表1

表2

表t
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

0

...

...

m-1

0

...

...

m-1

0

...

...

m-1

…

表1

表2

表t
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

Ø 对需要做相似搜索的新集合（⽂件）A计算 0

...

...

m-1

0

...

...

m-1

0

...

...

m-1

…

集合A

𝑔 MinHash"," 𝐴 ,MinHash",$ 𝐴 ,… ,MinHash",& 𝐴

𝑔 MinHash$," 𝐴 ,MinHash$,$ 𝐴 ,… ,MinHash$,& 𝐴
…

𝑔 MinHash%," 𝐴 ,MinHash%,$ 𝐴 ,… ,MinHash%,& 𝐴

把相应的𝑡个“桶”（每个表出⼀个“桶”）中所有集合提

取出来，分别计算它们与集合A的具体Jaccard相似度

表1

表2

表t
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

假设集合A是新⽂件，集合C是原有⽂件之⼀⽽且 𝐽 𝐴, 𝐶 = 𝑠 ，那么把C找出来与A⽐对的概率？

𝐏𝐫 将C找出来与A⽐对

= 1 − 𝐏𝐫 未将C找出来与A⽐对

= 1 − 𝐏𝐫 在第𝑡个表中A和C不在⼀个“桶” )

= 1 − 𝐏𝐫 A和C的第𝑡⾏MinHash向量不相同 )

= 1 − 1 − 𝐏𝐫 A和C的第𝑡⾏MinHash向量相同 )

= 1 − 1 − 𝑠( )
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

假设A是新⽂件，C是原有⽂件之⼀且𝐽 𝐴, 𝐶 = 𝑠，那么𝐏𝐫 将C找出来与A⽐对 = 1 − 1 − 𝑠& %

应该如何选择𝑡和𝑟？
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

𝐏𝐫 将C找出来与A⽐对 = 1 − 1 − 𝑠& %

t t

t

t

仿真图取⾃Jure Leskovec < Stanford CS246: Mining Massive Datasets>
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

𝐏𝐫 将C找出来与A⽐对 = 1 − 1 − 𝑠& %

t t

t

t

仿真图取⾃Jure Leskovec < Stanford CS246: Mining Massive Datasets>

r增⼤
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

𝐏𝐫 将C找出来与A⽐对 = 1 − 1 − 𝑠& %

t t

t

t

仿真图取⾃Jure Leskovec < Stanford CS246: Mining Massive Datasets>

t增⼤
（需对⽐更多集合）
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

𝐏𝐫 将C找出来与A⽐对 = 1 − 1 − 𝑠& %

t t

t

t

仿真图取⾃Jure Leskovec < Stanford CS246: Mining Massive Datasets>

t增⼤

t增⼤
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

𝐏𝐫 将C找出来与A⽐对 = 1 − 1 − 𝑠& %

t t

t

t

仿真图取⾃Jure Leskovec < Stanford CS246: Mining Massive Datasets>

r增⼤时，进⼊相同
“桶”的条件更苛刻
将概率值向0压
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局部敏感哈希

Ø 为每个集合（⽂件）⽤不同的哈希函数计算共𝑡×𝑟个最⼩哈希值

Ø ⽤哈希函数𝑔 = : 0,1 & → 0,… ,𝑚 − 1 将每⾏MinHash向量映射为0,… ,𝑚 − 1

𝐏𝐫 将C找出来与A⽐对 = 1 − 1 − 𝑠& %

可以考虑的标准：令曲线经过(0.5, 0.5)

图例取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

当1 − 1 − 𝑠& % = 0.5时，有𝑠 ≈ 0.47
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局部敏感哈希

例⼦取⾃Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science>

利⽤局部敏感哈希加速相似搜索的例⼦：



本讲小结

局部敏感哈希
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Jaccard相似度



Tim Roughgarden and Gregory Valiant <CS 168 - The Modern Algorithmic Toolbox> Lecture Notes

Cameron Musco <COMPSCI 514 - Algorithms for Data Science> Slides

Bhavika Kanani <Jaccard Similarity – Text Similarity Metric in NLP> Article

Jure Leskovec < Stanford CS246: Mining Massive Datasets>

HY,	2024

主要参考资料



谢谢！
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