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什么是最优化方法？



最优化方法

最优化⽅法：解决最优化问题的⽅法

最优化问题（Optimization Problem）：在⼀定约束条件下，

如何选择变量，从⽽最⼤化/最⼩化预设⽬标
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例⼦取⾃Harvard CS50's Introduction to Artificial Intelligence with Python课程
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校区要新建两个超市，问如何选址可以最⼩化每个宿舍到离其最近

超市的距离之和？

最优化问题示例
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校区要新建两个超市，问如何选址可以最⼩化每个宿舍到离其最近

超市的距离之和？
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以上选址⽅案对应的每个宿舍到离其最近超市距离之和（⽬标值）为多少？

最优化问题示例
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校区要新建两个超市，问如何选址可以最⼩化每个宿舍到离其最近

超市的距离之和？

以上选址⽅案对应的⽬标值为17
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最优化问题示例
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校区要新建两个超市，问如何选址可以最⼩化每个宿舍到离其最近

超市的距离之和？

宿
舍

宿
舍

超
市

宿
舍

宿
舍

超
市

最优化问题示例 最优化问题：在⼀定约束条件下，如何
选择变量，从⽽最⼤化/最⼩化预设⽬标
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最优化方法示例

采⽤什么最优化⽅法求解？
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29 30 31 32 33 34 35 36 37
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最优化方法示例

采⽤什么最优化⽅法求解？
穷举法 (brute-force search/exhaustive search)？
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最优化方法示例

穷举法的缺点是什么？原因是什么？
能不能由此想到其它的⽅法？

HY,	2024



1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35 36 37

38 39 40 41 42 43 44 45 46

宿
舍

宿
舍

宿
舍

宿
舍

最优化方法示例

登⼭搜索：根据⼀定的⽅向在解空间进⾏搜索
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以上选址⽅案对应的⽬标函数值为17

宿
舍

宿
舍

超
市

宿
舍

宿
舍

超
市

超
市

超
市

超
市

超
市

超
市

超
市

针对现有⽅案有很多种可能的更改⽅案，假设仅考虑将
⼀个超市移动⼀格的更改⽅案，共6种该类更改⽅案

最优化方法示例

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35 36 37
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选址⽅案对应的⽬标函数值从17降低为15

从6种该类更改⽅案中选择对应⽬标函数最低的⽅案
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最优化方法示例
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针对新⽅案又有7种更改⽅案
（仍仅考虑将⼀个超市移动⼀格的更改⽅案）

最优化方法示例
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选址⽅案对应的⽬标函数值从15降低为13

从7种该类更改⽅案中选择对应⽬标函数最低的⽅案

最优化方法示例
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针对新⽅案又有8种更改⽅案
（仍仅考虑将⼀个超市移动⼀格的更改⽅案）
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最优化方法示例
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从8种该类更改⽅案中选择对应⽬标函数最低的⽅案

选址⽅案对应的⽬标函数值从13降低为11

最优化方法示例
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该⽅法停⽌搜索，输出结果，对应⽬标函数值为11
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针对新⽅案有7种更改⽅案，但都不能进⼀步降低⽬标函数

最优化方法示例
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最优化方法示例

该算法是否找到了最优结果？
该算法优劣是什么？是否存在更好的算法？
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最优化问题⼴泛存在于各类应⽤场景

最优化问题

网约车APP
通过司乘匹配最⼩化总等待时长

（考虑优先级/…）
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最优化问题⼴泛存在于各类应⽤场景

最优化问题

外卖APP
通过选择取餐/送餐顺序最⼩化总路程

（考虑顾客等待时间/出餐时间/…）
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最优化问题⼴泛存在于各类应⽤场景

最优化问题

通讯APP
通过学习神经⽹络参数最⼩化损失

函数（翻译结果与真实标签的距离）
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最优化问题⼴泛存在于各类应⽤场景

最优化问题

出行APP
通过动态定价最⼤化总利润

（考虑空房/空座量、未来需求量）
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最优化问题⼴泛存在于各类应⽤场景

最优化问题

本课程：讲授解决各类最优化问题的各类⽅法

HY,	2024



Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

算法复杂度、P问题与NP问题与NP难问题

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件、内点法

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

局部搜索、模拟退火、遗传算法、差分进化算法、蚁群算法、粒子
群优化算法、人工蜂群算法

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？

多目标优化问题、NSGA-II算法

课程大纲

因与《数据结构与算法设计》
内容有重叠，略讲
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Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

算法复杂度、P问题与NP问题与NP难问题

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？

算法复杂度



从计算的角度衡量一个计算机算法的效率

包括时间和空间复杂度：

① 时间复杂度 → 计算所需的步数或指令条数

② 空间复杂度 → 计算所需的存储空间大小

算法复杂度
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算法时间复杂度是关于问题规模n（或算法输入的大小n ）的函数，

描述计算所需步数随n增长的速度

什么是问题规模/输入大小？

排序问题: 为n个数进⾏排序 旅⾏商问题: 确定访问n个地点的顺序

线性规划问题: 解决包含n个变量、m个约束条件的线性规划问题

— 将算法时间复杂度写成关于n和m的函数

— 或者考察当n（或m）固定时，关于m（或n）的变化情况

算法复杂度
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算法复杂度用大O符号表示，描述当n趋近于无穷时，复杂度的增长情况

例如，当问题规模为n时，某算法最多需要5n3+3n的计算步数运行完毕，那

么该算法的时间复杂度是O(n3)

算法复杂度
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算法复杂度用大O符号表示，描述当n趋近于无穷时，复杂度的增长情况

例如，当问题规模为n时，某算法最多需要5n3+3n的计算步数运行完毕，那

么该算法的时间复杂度是O(n3)

可以直接写作： 5n3+3n=O(n3), 当n趋近于∞

then we can write:

具体定义

算法复杂度
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算法复杂度用大O符号表示，描述当n趋近于无穷时，复杂度的增长情况

例如，当问题规模为n时，某算法最多需要5n3+3n的计算步数运行完毕，那

么该算法的时间复杂度是O(n3)

可以直接写作： 5n3+3n=O(n3), 当n趋近于∞

then we can write:

具体定义

例如，可以写 5n2+nlogn=O(n2), 当n趋近于∞

算法复杂度
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空间复杂度

为什么有不同的时间复杂度？

算法复杂度
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插入排序的时间算法复杂度？

1. for i = 1 to n-1 
2. key = A[i] 
3. j = i - 1 
4. while j >= 0 and A[j] > key 
5. A[j + 1] = A[j] 
6. j = j - 1 
7. end while 
8. A[j + 1] = key 
9. end for

算法复杂度

HY,	2024



插入排序的时间算法复杂度？

1. for i = 1 to n-1 
2. key = A[i] 
3. j = i - 1 
4. while j >= 0 and A[j] > key 
5. A[j + 1] = A[j] 
6. j = j - 1 
7. end while 
8. A[j + 1] = key 
9. end for

时间消耗 指令执行次数

C1 n - 1

C2 n - 1

C3 n - 1

C4 !
!"#

$%#
1 + 𝑡!

C5 !
!"#

$%#
𝑡!

C6 !
!"#

$%#
𝑡!

C8 n - 1

例⼦修改⾃iq.opengenus.org “Time Complexity of Insertion Sort”

ti 是在外层循环的第i次循环中，内层循环的次数

算法复杂度
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插入排序的时间算法复杂度？

1. for i = 1 to n-1 
2. key = A[i] 
3. j = i - 1 
4. while j >= 0 and A[j] > key 
5. A[j + 1] = A[j] 
6. j = j - 1 
7. end while 
8. A[j + 1] = key 
9. end for

best case: ti=0 

即 (C1+C2+C3+ C4+C8)(n-1)

worst case: ti=i

即 (C1+C2+C3+C8)(n-1)+C4(2+n)(n-1)/2+(C5+C6)(n-1)n/2

时间消耗 指令执行次数

C1 n - 1

C2 n - 1

C3 n - 1

C4 !
!"#

$%#
1 + 𝑡!

C5 !
!"#

$%#
𝑡!

C6 !
!"#

$%#
𝑡!

C8 n - 1

ti 是在外层循环的第i次循环中，内层循环的次数

算法复杂度
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1. for i = 1 to n-1 
2. key = A[i] 
3. j = i - 1 
4. while j >= 0 and A[j] > key 
5. A[j + 1] = A[j] 
6. j = j - 1 
7. end while 
8. A[j + 1] = key 
9. end for

best case: ti=0 

即 (C1+C2+C3+ C4+C8)(n-1)

worst case: ti=i

即 (C1+C2+C3+C8)(n-1)+C4(2+n)(n-1)/2+(C5+C6)(n-1)n/2

时间消耗 指令执行次数

C1 n - 1

C2 n - 1

C3 n - 1

C4 !
!"#

$%#
1 + 𝑡!

C5 !
!"#

$%#
𝑡!

C6 !
!"#

$%#
𝑡!

C8 n - 1

ti 是在外层循环的第i次循环中，内层循环的次数

插入排序的时间算法复杂度？空间复杂度？

算法复杂度
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算法复杂度
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假设针对一个问题有四种算法，
用每秒百万次的计算机运行

复杂

性函
数

问题规模n

10         30         60

n 0.01ms     0.03ms      0.06ms

n3 1ms       27ms       216ms

n5 100ms      24.3s       13min

2n 1ms    17.9min     366世纪

算法复杂度
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Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

算法复杂度、P问题与NP问题与NP难问题

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？

P、NP、NP难问题



P: Polynomial time
可以找到一个在多项式时间之内（包含多项式时间）解决它的算法

P问题
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例如：计算两个n位数的乘积

至少有一种算法的时间复杂度为O(n2)
（其实还存在其他更快的算法）

P问题
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例如：对n个数字排序

P问题
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P问题：能在多项式的时间之内被解决

NP问题：能在多项式的时间之内验证一个解是否正确的问题

NP: Nondeterministic Polynomial

错误：NP问题指不能在多项式时间之内被解决的问题

NP问题
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P问题：能在多项式的时间之内被解决

NP问题：能在多项式的时间之内验证一个解是否正确的问题

错误：NP问题指不能在多项式时间之内被解决的问题

数独属于NP问题

NP问题
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P问题：能在多项式的时间之内被解决

NP问题：能在多项式的时间之内验证一个解是否正确的问题

错误：NP问题指不能在多项式时间之内被解决的问题

旅⾏商问题的判定问题：给定n个城市，任意两个城市间有路相连且路程距离已知。找

到⼀条总长度⼩于L的路径（从⼀个城市出发、不重复的遍历所有的城市并回到起点）

（旅行商问题的判定问题与旅行商问题不同）

NP问题
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P问题：能在多项式的时间之内被解决

NP问题：能在多项式的时间之内验证一个解是否正确的问题

错误：NP问题指不能在多项式时间之内被解决的问题

两种问题之间的关系？

NP问题
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庞加莱猜想

霍奇猜想

黎曼猜想

杨-米尔斯理论

纳维叶-斯托克斯方程

贝赫和思维讷通-戴尔猜想

P与NP问题

千禧年大奖难题 美国克雷研究所，每题100万美⾦
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P vs NP

P问题：能在多项式时间内被解决

NP问题：能在多项式时间内验证解的有效性

易得所有的P问题都属于NP问题，是不是所有的NP问题也都属于P问题？

如果是： 如果不是：

P=NP

NP

P

⾄今尚未被解决
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P vs NP
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P vs NP

是不是所有的NP问题也都属于P问题？

斯蒂芬库克 理查德卡普
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NP完全问题

是不是所有的NP问题也都属于P问题？

斯蒂芬库克

思路：找到NP问题中最难的一类问题，试着证明它们是P问题，如果成

立，那么可以说其余NP问题也是P问题

NP

PP=NP OR
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NP完全问题

思路：找到NP问题中最难的一类问题，试着证明它们是P问题，如果成

立，那么可以说其余NP问题也是P问题

定义NP完全问题（NP-Complete Problems），即同时满足：

（1）NP问题；

（2）所有NP问题可在多项式时间内归约（be reducible to）到该问题
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NP完全问题

归约：若A问题可以归约到B问题，那么B问题至少和A问题一样难，任何

可以解决B问题的算法可以用于解决A问题

例子：对一元一次方程的求解问题可以归约到对二元一次方程组的求解问题
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NP完全问题

P问题：能在多项式时间内被解决

NP问题：能在多项式时间内验证解的有效性

NP完全问题：所有NP问题可于多项式时间内归约到的NP问题
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NP完全问题

理查德卡普

1972年，在“Reducibility Among Combinatorial Problems”

中，提出21个NP完全问题
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NP完全问题

NP完全问题举例：

旅⾏商问题的判定问题：给定n个城市，任意两个城市间有路相连且路程距

离已知。找到⼀条总长度⼩于L的路径（从⼀个城市出发、不重复的遍历所

有的城市并回到起点）
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NP完全问题

0-1背包问题的判定问题：给定一组物品，已知每

个物品的重量和价值，问给定一个背包，是否有方

案使得装进背包的物品的重量不超过W、价值超过V？

NP完全问题举例：
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NP完全问题

分团问题的判定问题：给定一个图（包含若干顶点

和边），是否有团使得团的顶点数目不小于K？

NP完全问题举例：

HY,	2024
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NP完全问题

迄今，还没有证明任何NP完全问题属于P问题（即能在多项式时间内被解决）

如果能证明某NP完全问题属于P问题: 

任何能在多项式时间内验证解的有效性的问题都能在多项式时间内被解决

整数规划、组合优化等难题有望被⾼效解决。现实中，⼤到公路、铁路、城市

规划，⼩到提升送餐APP配送满意度等问题都有望被妥善的解决。
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NP难问题

NP难问题 与 NP完全问题 对比

- NP完全问题是NP问题；NP难问题不用是NP问题

- NP完全问题一般是判定类问题，NP难问题不用是判定类问题

P问题：能在多项式时间内被解决

NP问题：能在多项式时间内验证解的有效性

NP完全（NP-Complete）问题：所有NP问题可于多项式时间内归约到的NP问题

NP难（NP-Hard）问题：所有NP问题可于多项式时间内归约到的问题
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NP难问题

NP完全问题

旅⾏商问题的判定问题：给定n个城市，任意两个城市间有路相连且路程距

离已知。找到⼀条总长度⼩于L的路径（从⼀个城市出发、不重复的遍历所

有的城市并回到起点）

NP难问题

旅⾏商问题：给定n个城市，任意两个城市间有路相连且路程距离已知。找

到总长度最⼩的路径（从⼀个城市出发、不重复的遍历所有的城市并回到

起点）
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NP难问题
P问题：能在多项式时间内被解决

NP问题：能在多项式时间内验证解的有效性

NP完全问题：所有NP问题可于多项式时间内归约到的NP问题

NP难问题：所有NP问题可于多项式时间内归约到的问题

（不是所有的P问

题都是NPC问题）

HY,	2024



关于更多问题类别的定义

“世界七大数学难题之一: P与NP复杂度问题”
https://www.bilibili.com/video/av19085452?from=search&seid=136791
17091167028644&spm_id_from=333.337.0.0

(7分55秒开始)

NP难问题

HY,	2024

https://www.bilibili.com/video/av19085452?from=search&seid=13679117091167028644&spm_id_from=333.337.0.0
https://www.bilibili.com/video/av19085452?from=search&seid=13679117091167028644&spm_id_from=333.337.0.0


NP难问题

证明一个问题是NP-Complete或NP-Hard的目的是什么？

—— 公认接受通过智能优化算法找局部最优解来解决问题

HY,	2024



Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件、内点法

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？

最优化问题的一般数学形式



最优化问题

如何⽤数学符号表⽰最优化问题的⼀般形式

例如，⼀元⼆次⽅程的⼀般形式:
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例子

把⼀个实⼼⾦属球熔化后，铸成⼀个实⼼圆柱体，问圆柱体取什么尺⼨才

能使它的表⾯积最⼩？

HY,	2024



例子

把⼀个实⼼⾦属球熔化后，铸成⼀个实⼼圆柱体，问圆柱体取什么尺⼨才

能使它的表⾯积最⼩？

⽤数学语⾔描述问题：定义参数和决策变量

实⼼⾦属球半径R 圆柱底半径 r、圆柱⾼h

参数是固定的、用于描述问题：R

决策变量是可以调节的、用于描述对问题的解：r、h
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例子

把⼀个实⼼⾦属球熔化后，铸成⼀个实⼼圆柱体，问圆柱体取什么尺⼨才

能使它的表⾯积最⼩？

实⼼⾦属球半径R 圆柱底半径 r、圆柱⾼h

关键条件：金属球和圆柱体的质量相同⇒二者体积相同
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例子

把⼀个实⼼⾦属球熔化后，铸成⼀个实⼼圆柱体，问圆柱体取什么尺⼨才

能使它的表⾯积最⼩？

实⼼⾦属球半径R 圆柱底半径 r、圆柱⾼h

目标：最小化圆柱体的表面积
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例子

把⼀个实⼼⾦属球熔化后，铸成⼀个实⼼圆柱体，问圆柱体取什么尺⼨才

能使它的表⾯积最⼩？

对圆柱取尺寸的问题可以由如下数学问题表示：

目标函数

约束条件

决策变量

minimize

subject to

variable(s)
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例子

把⼀个实⼼⾦属球熔化后，铸成⼀个实⼼圆柱体，问圆柱体取什么尺⼨才

能使它的表⾯积最⼩？

把约束条件化简，可以得到r和h的关系

利用该关系将问题转化成一个关于单个决策变量的问题

通过求解得到答案
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例子

把⼀个实⼼⾦属球熔化后，铸成⼀个实⼼圆柱体，问圆柱体取什么尺⼨才

能使它的表⾯积最⼩？

分析新问题中目标函数关于r单调性（一阶导、二阶导）

可得目标函数关于r先减后增，易得最优r值

代回原约束得最优h值

HY,	2024



例子

把⼀个实⼼⾦属球熔化后，铸成⼀个实⼼圆柱体，问圆柱体取什么尺⼨才

能使它的表⾯积最⼩？

HY,	2024



最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量

最优化问题三要素
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最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量

最优化问题三要素

可行域

一般（单目标）最优化问题都可整理成以上形式

不等式约束

等式约束

𝒙是向量
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最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量 可行域

不等式约束

等式约束

注意1：可行域（feasible region）有时可以化入约束条件，反之亦然
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最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量

不等式约束

等式约束

注意1：可行域（feasible region）有时可以化入约束条件，反之亦然

可行域

HY,	2024



最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量

不等式约束

等式约束

注意2：最大化问题和带有≥约束的问题都可以整理成一般形式

可行域

HY,	2024



最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量

不等式约束

等式约束

注意2：最大化问题和带有≥约束的问题都可以整理成一般形式

可行域

HY,	2024



最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量

不等式约束

等式约束

为什么要转化成一般形式？

方便判断最优化问题的类别（凸优化、线性规划、二次规划等）

方便选择求解方法、实施算法

可行域
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最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量

不等式约束

等式约束

可行解（feasible solution）：满足约束条件和可行域的解

最优解（optimal solution）：令目标函数达到最小值的可行解

全局最优解（global optimal solution）、局部最优解（local optimal solution）

常用概念

全局最优解𝒙∗：对所有可行解𝒙，有𝑓 𝒙∗ ≤ 𝑓 𝒙

局部最优解𝒙∗：存在𝛿 > 0，使对所有满足 𝒙 − 𝒙∗ < 𝛿的可行解𝒙，有𝑓 𝒙∗ ≤ 𝑓 𝒙

可行域
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最优化问题一般形式

全局最优解𝒙∗：对所有可行解𝒙，有𝑓 𝒙∗ ≤ 𝑓 𝒙

局部最优解𝒙∗：存在𝛿 > 0，使对所有满足 𝒙 − 𝒙∗ < 𝛿的可行解𝒙，有𝑓 𝒙∗ ≤ 𝑓 𝒙
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最优化问题一般形式

目标函数

约束条件

决策变量

不等式约束

等式约束

可行解（feasible solution）：满足约束条件和可行域的解

最优解（optimal solution）：令目标函数达到最小值的可行解

全局最优解（global optimal solution）、局部最优解（local optimal solution）

一般情况下，“最优解”指的是“全局最优解”

注意：最优解一定是可行解，可行解不一定是最优解

常用概念

可行域
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Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件、内点法

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？

无约束凸优化问题



无约束凸优化问题

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ ℛ!.
其中，𝑓 𝒙 是⼆阶连续可微的凸函数



无约束凸优化问题

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ ℛ!.
其中，𝑓 𝒙 是⼆阶连续可微的凸函数

什么是凸函数？

如何检验一个函数是否是凸函数？

例：𝑓 𝑥 = 𝑥𝟐



凸集与凸函数

HY,	2024

凸集（convex set）

凸集 ⾮凸集

集合中任取两点，两点间线段上的点也属于集合



凸集与凸函数
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凸集（convex set）

凸集 ⾮凸集

集合中任取两点，两点间线段上的点也属于集合

定义：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞，则集合𝒞为凸集。



凸集与凸函数
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凸集（convex set）

凸集 ⾮凸集

集合中任取两点，两点间线段上的点也属于集合

定义：若对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒞，则集合𝒞为凸集。

例：集合 𝑥", 𝑥# +𝑥"# + 𝑥## ≤ 1 是凸集

例：集合 𝑥", 𝑥# +𝑥"# + 𝑥## ≥ 1, 0 ≤ 𝑥", 𝑥# ≤ 1 是⾮凸集

（先利⽤完全平⽅公式
证𝑥"𝑦" + 𝑥#𝑦# ≤ 1）



凸集与凸函数
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凸函数

函数及其以上的区域是凸集

凸函数 ⾮凸函数



凸集与凸函数
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凸函数定义：
（1）定义域𝒞是凸集；
（2）对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，𝑓 - 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

𝑓 -

不等式在⾃变量是⼀维时的⽰意图



凸集与凸函数
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凸函数定义：
（1）定义域𝒞是凸集；
（2）对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，𝑓 - 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

不等式在⾃变量是⼀维时的⽰意图

𝑓 -

𝑥 𝑦𝜆𝑥 + 1 − 𝜆 𝑦

𝑓 𝜆𝑥 + 1 − 𝜆 𝑦



凸集与凸函数
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凸函数定义：
（1）定义域𝒞是凸集；
（2）对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，𝑓 - 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

不等式在⾃变量是⼀维时的⽰意图

𝑓 -

𝑥 𝑦𝜆𝑥 + 1 − 𝜆 𝑦

𝑓 𝜆𝑥 + 1 − 𝜆 𝑦



凸集与凸函数
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凸函数定义：
（1）定义域𝒞是凸集；
（2）对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，𝑓 - 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

不等式在⾃变量是⼀维时的⽰意图

𝑓 -

𝑥 𝑦𝜆𝑥 + 1 − 𝜆 𝑦

𝑓 𝜆𝑥 + 1 − 𝜆 𝑦

𝜆𝑓 𝑥 + 1 − 𝜆 𝑓 𝑦



凸集与凸函数
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凸函数定义：
（1）定义域𝒞是凸集；
（2）对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，𝑓 - 满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

凸函数例⼦：

𝑓 𝑥 = 𝑥#

𝑓 𝑥 = 𝑒$

𝑓 𝑥 = −log𝑥, 𝑥 > 0

𝑓 𝑥 = 𝑥log𝑥, 𝑥 > 0

严格凸函数定义：
（1）定义域𝒞是凸集；
（2）对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞、𝒙 ≠ 𝒚及𝜆 ∈ 0,1 ，有𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 < 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚 。

如何快速检验⼀个函数是否是凸函数？



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼀阶可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞，有𝑓 𝒚 ≥ 𝑓 𝒙 + 𝛁𝑓 𝒙 ! 𝒚 − 𝒙 。

定理（凸函数的⼀阶条件）



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼀阶可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞，有𝑓 𝒚 ≥ 𝑓 𝒙 + 𝛁𝑓 𝒙 ! 𝒚 − 𝒙 。

定理（凸函数的⼀阶条件）

𝑥, 𝑦 ∈ ℛ且𝑥 > 𝑦时不等式可化简为% $ &% '
$&'

≤ 𝑓( 𝑥

𝑓 -

𝑦 𝑥



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

常⽤定理



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

常⽤定理

海森矩阵 ∇#𝑓 𝒙 =

例，对𝑓 𝑥#, 𝑥"

∇"𝑓 𝒙 =

$!% &",&!
$&"!

$!% &",&!
$&"$&!

$!% &",&!
$&!$&"

$!% &",&!
$&!!



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

常⽤定理

海森矩阵 ∇#𝑓 𝒙 =

例，对𝑓 𝑥#, 𝑥"

∇"𝑓 𝒙 =

$!% &",&!
$&"!

$!% &",&!
$&"$&!

$!% &",&!
$&!$&"

$!% &",&!
$&!!

半正定矩阵（⾼等代数知识）

对𝑛×𝑛实对称矩阵𝐀，若对任意向量𝒖 ∈ ℝ(有𝒖!𝐀𝒖 ≥ 0，𝐀为半正定矩阵。

例：单位矩阵 1 0
0 1



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

例，判断𝑓 𝑥#, 𝑥" = 4𝑥#" − 4𝑥#𝑥" + 2𝑥""是否是凸函数



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

例，判断𝑓 𝑥#, 𝑥" = 4𝑥#" − 4𝑥#𝑥" + 2𝑥""是否是凸函数

∇"𝑓 𝒙 = 8 −4
−4 4 𝒖! ∇"𝑓 𝒙 𝒖 = 4𝑢#" + 4 𝑢# − 𝑢" " ≥ 0



凸集与凸函数

HY,	2024

若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

⾼等代数知识：对𝑛×𝑛实对称矩阵𝐀，可以通过分析它的所有顺序主⼦

式是否都⾮负，判断𝐀是否为半正定矩阵。

当变量数⼤于2时如何判断是否是半正定矩阵？

例，判断𝑓 𝑥#, 𝑥" = 4𝑥#" − 4𝑥#𝑥" + 2𝑥""是否是凸函数

∇"𝑓 𝒙 = 8 −4
−4 4 𝒖! ∇"𝑓 𝒙 𝒖 = 4𝑢#" + 4 𝑢# − 𝑢" " ≥ 0

例，𝐀 =
𝑎## 𝑎#𝟐
𝑎"# 𝑎"" 的顺序主⼦式是𝑎##及

𝑎## 𝑎#𝟐
𝑎"# 𝑎""



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

当变量数等于1时，条件 ∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎 可化简为 *!% &
*&!

≥ 0

例，判断𝑓 𝑥#, 𝑥" = 4𝑥#" − 4𝑥#𝑥" + 2𝑥""是否是凸函数

∇"𝑓 𝒙 = 8 −4
−4 4 𝒖! ∇"𝑓 𝒙 𝒖 = 4𝑢#" + 4 𝑢# − 𝑢" " ≥ 0

例：𝑓 𝑥 = 𝑥𝟐



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

注意，该定理只适⽤于分析⼆阶连续可微函数

若𝑓 𝒙 不满⾜⼆阶连续可微，也可以是凸函数



凸集与凸函数
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若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼆阶连续可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙 ∈ 𝒞，𝑓 𝒙 的海森矩阵是半正定矩阵，即∇"𝑓 𝒙 ≽ 𝟎。

定理（凸函数的⼆阶条件）

注意，该定理只适⽤于分析⼆阶连续可微函数

若𝑓 𝒙 不满⾜⼆阶连续可微，也可以是凸函数

例：𝑓 𝒙 = 𝒙 # = 𝑥# + 𝑥"



无约束凸优化问题
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min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ ℛ!.
其中，𝑓 𝒙 是⼆阶连续可微的凸函数

⼆阶连续可微凸函数
有什么性质可以简化问题求解？

𝑓 𝑥#, 𝑥" = 4𝑥#" − 4𝑥#𝑥" + 2𝑥""𝑓 𝑥 = 𝑥log𝑥, 𝑥 > 0
⾮凸函数



无约束凸优化问题
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若𝑓 𝒙 是凸函数，那么任何使𝑓 𝒙 达到局部极⼩值的局部最优解𝒙+,-.+也是使

𝑓 𝒙 达到全局最⼩值的全局最优解。

定理

证明引⾃Carlos Fernandez-Granda <DS-GA1013/MATH-GA2821 Optimization-based Data Analysis>

不要求⼆阶连续可微

large



无约束凸优化问题
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若𝑓 𝒙 是⼀阶可微凸函数，那么𝒙∗是最⼩化𝑓 𝒙 的全局最优解的充要条件是：

∇𝑓 𝒙∗ = 𝟎 。

定理



无约束凸优化问题
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若𝑓 𝒙 是⼀阶可微凸函数，那么𝒙∗是最⼩化𝑓 𝒙 的全局最优解的充要条件是：

∇𝑓 𝒙∗ = 𝟎 。

定理

当变量数等于1时，条件∇𝑓 𝒙∗ = 𝟎可化简为 G*% &
*& &0&∗

= 0



无约束凸优化问题
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若𝑓 𝒙 是⼀阶可微凸函数，那么𝒙∗是最⼩化𝑓 𝒙 的全局最优解的充要条件是：

∇𝑓 𝒙∗ = 𝟎 。

定理

若𝑓 𝒙 是定义在凸集𝒞上的⼀阶可微函数，那么𝑓 𝒙 是凸函数的充要条件是：

对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞，有𝑓 𝒚 ≥ 𝑓 𝒙 + 𝛁𝑓 𝒙 ! 𝒚 − 𝒙 。

定理（凸函数的⼀阶条件）

可由凸函数的⼀阶条件证得：

（充分性容易证，必要性的证明较难）



无约束凸优化问题
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min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ ℛ!.
其中，𝑓 𝒙 是⼆阶连续可微的凸函数

求解思路：搜索满⾜∇𝑓 𝒙∗ = 𝟎的𝒙∗



例：线性回归
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⾯积 室 厅 建成时间 楼⾼（层）

125.73 3 2 2014 20
85.25 2 1 2014 16
181.54 4 3 2014 20

... ... ... ... ...

售价

540
378
620
...

假设 特征 与 售价 之间是线性函数关系，能否通过以上数据求出该线性函数？

（理⼯睿府）



例：线性回归
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⾯积 室 厅 建成时间 楼⾼（层）

𝑎## 𝑎#" 𝑎#1 𝑎#2 𝑎#3
𝑎"# 𝑎"" 𝑎"1 𝑎"2 𝑎"3
𝑎1# 𝑎1" 𝑎11 𝑎12 𝑎13

... ... ... ... ...

售价

𝑏#
𝑏"
𝑏1
...

希望找到⼀组系数𝒘 = 𝑤#, 𝑤", 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 !，使得：
𝑀条

𝑤#𝑎## + 𝑤"𝑎#" + 𝑤1𝑎#1 + 𝑤2𝑎#2 + 𝑤𝟓𝑎#3 → 𝑏#
𝑤#𝑎"# + 𝑤"𝑎"" + 𝑤1𝑎"1 + 𝑤2𝑎"2 + 𝑤𝟓𝑎"3 → 𝑏"
𝑤#𝑎1# + 𝑤"𝑎1" + 𝑤1𝑎11 + 𝑤2𝑎12 + 𝑤𝟓𝑎13 → 𝑏1

...
在实际的线性回归中，还包含常数项𝑤)
此外，特征𝑎"", 𝑎#", …需要先做归⼀化处理



例：线性回归
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希望找到⼀组系数𝒘 = 𝑤#, 𝑤", 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 !，使得：

𝑤#𝑎## + 𝑤"𝑎#" + 𝑤1𝑎#1 + 𝑤2𝑎#2 + 𝑤𝟓𝑎#3 → 𝑏#
𝑤#𝑎"# + 𝑤"𝑎"" + 𝑤1𝑎"1 + 𝑤2𝑎"2 + 𝑤𝟓𝑎"3 → 𝑏"
𝑤#𝑎1# + 𝑤"𝑎1" + 𝑤1𝑎11 + 𝑤2𝑎12 + 𝑤𝟓𝑎13 → 𝑏1

...

min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘 %

%

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

𝐀𝒘 → 𝒃

线性回归（L2正则化）

min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

线性回归（L1正则化）

𝒘 "
" = 𝑤#" + 𝑤"" +⋯+𝑤5" 𝒘 = 𝑤# + 𝑤" +⋯+ 𝑤5

为避免过拟合，在⽬标函数中加⼊正则项：

（希望出现更多取值为零的系数）

LASSO



例：线性回归
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min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘 %

%

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

线性回归（L2正则化）

min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

线性回归（L1正则化）

𝒘 "
" = 𝑤#" + 𝑤"" +⋯+𝑤5" 𝒘 = 𝑤# + 𝑤" +⋯+ 𝑤5

⽬标函数是否是⼆阶连续可微凸函数？

LASSO



例：线性回归

HY,	2024

min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘 %

%

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

线性回归（L2正则化）

min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

线性回归（L1正则化）

𝒘 "
" = 𝑤#" + 𝑤"" +⋯+𝑤5" 𝒘 = 𝑤# + 𝑤" +⋯+ 𝑤5

⽬标函数是否是⼆阶连续可微凸函数？

LASSO

是⼆阶连续可微凸函数 是凸函数

证明要点：
1. 若𝑓" 𝒘 和𝑓# 𝒘 都为凸函数，那么𝑓" 𝒘 + 𝑓# 𝒘 也是凸函数（利⽤定义）
2. 𝒘 #

#是凸函数（分析海森矩阵）
3. 𝒘 是凸函数（利⽤定义）
4. 𝐀𝒘 − 𝒃 #

#是凸函数

凸函数：对任意𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞及𝜆 ∈ 0,1 ，满⾜𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓 𝒚



例：线性回归
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min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘 %

%

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

线性回归（L2正则化）

min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

线性回归（L1正则化）

𝒘 "
" = 𝑤#" + 𝑤"" +⋯+𝑤5" 𝒘 = 𝑤# + 𝑤" +⋯+ 𝑤5

⽬标函数是否是⼆阶连续可微凸函数？

LASSO

∇ 𝐀𝒘 − 𝒃 #
# = 2𝐀* 𝐀𝒘 − 𝒃

∇# 𝐀𝒘 − 𝒃 #
# = 2𝐀*𝐀

2𝐀$𝐀是半正定矩阵，因为它是实对称矩阵、且对任意向量𝒖 ∈ ℛ%有𝒖$ 2𝐀$𝐀 𝒖 = 2 𝐀𝒖 &
& ≥ 0

半正定矩阵：𝑛×𝑛实对称矩阵𝐀，对任意向量𝒖 ∈ ℛ+有𝒖*𝐀𝒖 ≥ 0



例：线性回归
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min #
$

𝐀𝒘− 𝒃 %
% + 𝜆 𝒘 %

%

var.				𝒘 ∈ ℛ&.

线性回归（L2正则化）

𝒘 "
" = 𝑤#" + 𝑤"" +⋯+𝑤5"

⾯积 室

125.73 3
85.25 2
181.54 4

售价

540
378
620

考虑𝒘 = 𝑤#, 𝑤" !的简化情况

𝜆 = 10情况 等⾼线图

𝑤#

𝑤"

𝑤"
𝑤#



算法复杂度、P问题与NP问题

最优化问题的⼀般形式

凸集、凸函数、⽆约束凸优化问题

本讲小结

HY,	2024
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