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任意线性规划的求解（单纯形法）

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



例子

例⼦修改⾃Wen Shen <Math 484 - Linear Programming>

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第0步 检查是否已整理成标准形式
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第1步 找到⼀个基可⾏解

由于有5个变量和2个独⽴等式，基可⾏解⼀定有2个变量非零、3个变量为零

注意: 在教材中，非零变量称为基变量、零变量称为非基变量
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第1步 找到⼀个基可⾏解

由于有5个变量和2个独⽴等式，基可⾏解⼀定有2个变量非零、3个变量为零

任意选择2个变量作为非零变量，围绕它们做旋转，整理等式

例如，选择𝑥!和𝑥"

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15

旋转: 每个等式对应⼀个非零变量、不包含其它非零变量，在该等式中该非零变量系数为1

本质是便于⽤其它零变量（𝑥#, 𝑥$, 𝑥%）分别表⽰非零变量（𝑥!和𝑥"）
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第1步 找到⼀个基可⾏解

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15

将零变量取零值，即𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0，易得𝑥! = 15, 𝑥" = 6

由于𝑥! ≥ 0, 𝑥" ≥ 0，这是⼀个基可⾏解

如果不是可⾏解，需重新选取2个变量作为非零变量，做旋转，测试是否是可⾏解
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第2步 计算该基可⾏解对应的⽬标函数值

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15利⽤ 将⽬标函数改写成关于零变量的函数

5𝑥! + 3𝑥$ − 2𝑥% + 21即⽬标函数等于

由于在该基可⾏解下，𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0，⽬标函数值为21
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第3步 找到进⼀步减⼩⽬标函数值的相邻基可⾏解

当前基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥" ，零变量 𝑥#, 𝑥$, 𝑥%
与它相邻的基可⾏解⼀定与它有⼀个相同的非零变量

所以找相邻基可⾏解: 从零变量𝑥#, 𝑥$, 𝑥%中选取⼀个把非零变量𝑥!和𝑥"中的⼀个替换掉

问题1: 从零变量𝑥#, 𝑥$, 𝑥%中选择哪⼀个加入︖

问题2: 从非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个去掉︖
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第3步 找到进⼀步减⼩⽬标函数值的相邻基可⾏解

当前基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥" ，零变量 𝑥#, 𝑥$, 𝑥%

问题1: 从零变量𝑥#, 𝑥$, 𝑥%中选择哪⼀个加入︖

5𝑥! + 3𝑥$ − 2𝑥% + 21经整理、仅包含零变量𝑥#, 𝑥$, 𝑥%的⽬标函数等于

因为在当前基可⾏解下， 𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0，⽽在可⾏域内恒有𝑥#, 𝑥$, 𝑥% ≥ 0，

只有当把零变量𝑥%（在⽬标函数中系数为负）加入成非零变量才有利于进⼀步降低⽬标函数

答案: 选择零变量 𝑥%加入为非零变量
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第3步 找到进⼀步减⼩⽬标函数值的相邻基可⾏解

当前基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥" ，零变量 𝑥#, 𝑥$, 𝑥%

问题1: 从零变量𝑥#, 𝑥$, 𝑥%中选择哪⼀个加入︖ 答案: 选择零变量 𝑥%加入为非零变量

问题2: 从非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个去掉︖

现在确定𝑥# = 𝑥$ = 0（已经将𝑥%加入非零变量），

当把非零变量𝑥!变为零变量时： 𝑥# = 𝑥! = 𝑥$ = 0, 𝑥" = −4, 𝑥% = 5，不是可⾏解

当把非零变量𝑥"变为零变量时：𝑥# = 𝑥" = 𝑥$ = 0, 𝑥! = 6, 𝑥% = 3，是可⾏解

答案: 选择非零变量 𝑥"变为零变量
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第3步 找到进⼀步减⼩⽬标函数值的相邻基可⾏解

当前基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥" ，零变量 𝑥#, 𝑥$, 𝑥%

问题1: 从零变量𝑥#, 𝑥$, 𝑥%中选择哪⼀个加入︖ 答案: 选择零变量 𝑥%加入为非零变量

问题2: 从非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个去掉︖答案: 选择非零变量 𝑥"变为零变量

新基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥% ，零变量 𝑥#, 𝑥", 𝑥$

原基可⾏解 𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6，⽬标函数值21

新基可⾏解 𝑥# = 𝑥" = 𝑥$ = 0, 𝑥! = 6, 𝑥% = 3，⽬标函数值15，⼩于21
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第4步 重复搜索相邻基可⾏解的过程，直至找到最优解
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第4步 重复搜索相邻基可⾏解的过程，直至找到最优解

基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥% ，零变量 𝑥#, 𝑥", 𝑥$
围绕它们做旋转，整理等式

−3𝑥! +
1
2𝑥# − 𝑥$ + 𝑥% = 3

6𝑥! + 𝑥" −
3
2𝑥# + 9𝑥$ = 6
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第4步 重复搜索相邻基可⾏解的过程，直至找到最优解

基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥% ，零变量 𝑥#, 𝑥", 𝑥$
围绕它们做旋转，整理等式

−3𝑥! +
1
2𝑥# − 𝑥$ + 𝑥% = 3

6𝑥! + 𝑥" −
3
2𝑥# + 9𝑥$ = 6

将⽬标函数改写成关于零变量的函数 −𝑥! + 𝑥# + 𝑥$ + 15
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第4步 重复搜索相邻基可⾏解的过程，直至找到最优解

基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥% ，零变量 𝑥#, 𝑥", 𝑥$

−𝑥! + 𝑥# + 𝑥$ + 15根据 可知应该把𝑥#零变量转为非零变量
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第4步 重复搜索相邻基可⾏解的过程，直至找到最优解

基可⾏解: 非零变量 𝑥!, 𝑥% ，零变量 𝑥#, 𝑥", 𝑥$

−𝑥! + 𝑥# + 𝑥$ + 15根据 可知应该把𝑥#零变量转为非零变量

现在确定𝑥" = 𝑥$ = 0（已经将𝑥#加入非零变量），

当把非零变量𝑥!变为零变量时： 𝑥! = 𝑥" = 𝑥$ = 0, 𝑥# = 1, 𝑥% = 6，是可⾏解

当把非零变量𝑥%变为零变量时：𝑥" = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥# = −1, 𝑥! = 12，不是可⾏解

新基可⾏解: 非零变量 𝑥#, 𝑥% ，零变量 𝑥!, 𝑥", 𝑥$
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第4步 重复搜索相邻基可⾏解的过程，直至找到最优解

原基可⾏解 𝑥# = 𝑥" = 𝑥$ = 0, 𝑥! = 6, 𝑥% = 3，⽬标函数值15

新基可⾏解 𝑥! = 𝑥" = 𝑥$ = 0, 𝑥# = 1, 𝑥% = 6，⽬标函数值14，⼩于15
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第4步 重复搜索相邻基可⾏解的过程，直至找到最优解

基可⾏解: 非零变量 𝑥#, 𝑥% ，零变量 𝑥!, 𝑥", 𝑥$
围绕它们做旋转，整理等式

1
2 𝑥" −

1
4𝑥# +

7
2𝑥$ + 𝑥% = 6

𝑥! +
1
6
𝑥" −

1
4
𝑥# +

3
2
𝑥$ = 1

将⽬标函数改写成关于零变量的函数
1
6 𝑥" +

3
4𝑥# +

5
2𝑥$ + 14
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例子

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# + 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

第4步 重复搜索相邻基可⾏解的过程，直至找到最优解

基可⾏解: 非零变量 𝑥#, 𝑥% ，零变量 𝑥!, 𝑥", 𝑥$

在⽬标函数
1
6 𝑥" +

3
4𝑥# +

5
2𝑥$ + 14

中，所有零变量的系数都为正

说明无法进⼀步通过调整非零变量/零变量降低⽬标函数值

当前基可⾏解 𝑥! = 𝑥" = 𝑥$ = 0, 𝑥# = 1, 𝑥% = 6 就是全局最优解，最优⽬标函数值14
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单纯形法的一般步骤

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



单纯形法的一般步骤

0 检查是否已整理成标准形式
1 找到初始基可⾏解
2 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.1 通过改写后的⽬标函数，在（函数中系数为负的）当前零变量中选择⼀个，

变为⾮零变量
3.2  在当前⾮零变量中选择⼀个，变为零变量
3.3 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.4 若改写后的⽬标函数中，所有变量系数⾮负，结束算法、输出最优解；

否则，返回3.1

单纯形法
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单纯形法的一般步骤

0 检查是否已整理成标准形式
1 找到初始基可⾏解
2 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.1 通过改写后的⽬标函数，在（函数中系数为负的）当前零变量中选择⼀个，

变为⾮零变量
3.2  在当前⾮零变量中选择⼀个，变为零变量
3.3 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.4 若改写后的⽬标函数中，所有变量系数⾮负，结束算法、输出最优解；

否则，返回3.1

单纯形法

如果有多个系数为负的零变量，该选择哪个︖
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零变量变为非零变量

如果有多个系数为负的零变量，该选择哪个︖

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# − 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.
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如果有多个系数为负的零变量，该选择哪个︖

min −4𝑥!+𝑥" + 𝑥# − 7𝑥$ + 3𝑥%
s.t. −6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

3𝑥! + 𝑥" − 𝑥# + 8𝑥$ + 𝑥% = 9,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

假设当前基可⾏解是：𝑥! = 15, 𝑥" = 6, 𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数等于

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转，得到

有两个零变量在⽬标函数中的系数为负，把哪⼀个变成非零变量︖

零变量变为非零变量

HY,	2024



⽅法不唯⼀，偏⼯程的问题

Ø （1）根据最⼤系数绝对值规则

Ø （2）根据最⼩化⽬标函数规则

Ø （3）根据随机规则

Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

Ø （5）根据布兰德规则

Ø …

零变量变为非零变量

本页内容取⾃Carl Kingsford <CMU-15-451/651: Algorithms>
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Ø （1）根据最⼤系数绝对值规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

将𝑥$转为非零变量

HY,	2024



Ø （2）根据最⼩化⽬标函数规则（与最⼤系数绝对值规则不同）

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

HY,	2024



Ø （2）根据最⼩化⽬标函数规则（与最⼤系数绝对值规则不同）

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

如果将𝑥$转为非零变量： 𝑥# = 𝑥% = 0，由两个等式约束可得

𝑥# = 6 + 2𝑥$
𝑥" = 15 − 6𝑥$

如果将𝑥%转为非零变量： 𝑥# = 𝑥$ = 0，由两个等式约束可得

𝑥# = 6 − 2𝑥%
𝑥" = 15 − 3𝑥%

HY,	2024



Ø （2）根据最⼩化⽬标函数规则（与最⼤系数绝对值规则不同）

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

如果将𝑥$转为非零变量： 𝑥# = 𝑥% = 0，由两个等式约束可得

𝑥# = 6 + 2𝑥$ ≥ 0 ⇒ 𝑥$ ≥ −3
𝑥" = 15 − 6𝑥$ ≥ 0 ⇒ 𝑥$ ≤ 2.5

如果将𝑥%转为非零变量： 𝑥# = 𝑥$ = 0，由两个等式约束可得

𝑥# = 6 − 2𝑥% ≥ 0 ⇒ 𝑥% ≤ 3
𝑥" = 15 − 3𝑥% ≥ 0 ⇒ 𝑥% ≤ 5

HY,	2024



Ø （2）根据最⼩化⽬标函数规则（与最⼤系数绝对值规则不同）

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

如果将𝑥$转为非零变量： 𝑥# = 𝑥% = 0，由两个等式约束可得

𝑥# = 6 + 2𝑥$ ≥ 0 ⇒ 𝑥$ ≥ −3
𝑥" = 15 − 6𝑥$ ≥ 0 ⇒ 𝑥$ ≤ 2.5

如果将𝑥%转为非零变量： 𝑥# = 𝑥$ = 0，由两个等式约束可得

𝑥# = 6 − 2𝑥% ≥ 0 ⇒ 𝑥% ≤ 3
𝑥" = 15 − 3𝑥% ≥ 0 ⇒ 𝑥% ≤ 5

说明𝑥$最多可以由0升至2.5，即相应⽬标函数降低27.5

说明𝑥%最多可以由0升至3 ，即相应⽬标函数降低6

所以，选择将𝑥$转为非零变量
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Ø （2）根据最⼩化⽬标函数规则（与最⼤系数绝对值规则不同）

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

如果将𝑥$转为非零变量： 𝑥# = 𝑥% = 0，由两个等式约束可得

𝑥# = 6 + 2𝑥$ ≥ 0 ⇒ 𝑥$ ≥ −3
𝑥" = 15 − 6𝑥$ ≥ 0 ⇒ 𝑥$ ≤ 2.5

如果将𝑥%转为非零变量： 𝑥# = 𝑥$ = 0，由两个等式约束可得

𝑥# = 6 − 2𝑥% ≥ 0 ⇒ 𝑥% ≤ 3
𝑥" = 15 − 3𝑥% ≥ 0 ⇒ 𝑥% ≤ 5

说明𝑥$最多可以由0升至2.5，即相应⽬标函数降低27.5

说明𝑥%最多可以由0升至3 ，即相应⽬标函数降低6

所以，选择将𝑥$转为非零变量

相比最⼤系数绝对值，最⼩化⽬标函数规则需更多计算
HY,	2024



Ø （3）根据随机规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

随机从 𝑥$, 𝑥% 中选择⼀个转为非零变量

HY,	2024



Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

最⼩化
𝒄! 𝒙!"##𝒙$%&
𝒙!"##𝒙$%&

𝒙𝑛𝑒𝑤是新基可⾏解， 𝒙𝑜𝑙𝑑是当前基可⾏解，𝒄是当前⽬标函数中𝒙的系数向量

HY,	2024



Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

𝒙𝑛𝑒𝑤是新基可⾏解， 𝒙𝑜𝑙𝑑是当前基可⾏解，𝒄是当前⽬标函数中𝒙的系数向量

分⼦化简: 5,0,0, −11,−2 𝑇 𝑥!"#,% − 𝑥&'(,%, 𝑥!"#,) − 𝑥&'(,), 𝑥!"#,* − 𝑥&'(,*,𝑥!"#,+ − 𝑥&'(,+, 𝑥!"#,, − 𝑥&'(,,

如果将𝑥$转为非零变量： 𝑥# = 𝑥% = 0，即𝑥&'(,# − 𝑥*+,,# = 0, 𝑥&'(,% − 𝑥*+,,%=0

分⼦简化为−11 𝑥&'(,$ − 𝑥*+,,$ = −27.5

分母 𝒙𝑛𝑒𝑤 − 𝒙𝑜𝑙𝑑 是将𝑥$转为非零变量时新的基可⾏解和当前基可⾏解在解空间中的距离

HY,	2024

最⼩化
𝒄! 𝒙!"##𝒙$%&
𝒙!"##𝒙$%&



Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

𝒙𝑛𝑒𝑤是新基可⾏解， 𝒙𝑜𝑙𝑑是当前基可⾏解，𝒄是当前⽬标函数中𝒙的系数向量

分⼦化简: 5,0,0, −11,−2 𝑇 𝑥!"#,% − 𝑥&'(,%, 𝑥!"#,) − 𝑥&'(,), 𝑥!"#,* − 𝑥&'(,*,𝑥!"#,+ − 𝑥&'(,+, 𝑥!"#,, − 𝑥&'(,,

如果将𝑥%转为非零变量： 𝑥# = 𝑥$ = 0，即𝑥&'(,# − 𝑥*+,,# = 0, 𝑥&'(,$ − 𝑥*+,,$=0

分⼦简化为−2 𝑥&'(,% − 𝑥*+,,% = −6

分母 𝒙𝑛𝑒𝑤 − 𝒙𝑜𝑙𝑑 是将𝑥%转为非零变量时新的基可⾏解和当前基可⾏解在解空间中的距离

HY,	2024

最⼩化
𝒄! 𝒙!"##𝒙$%&
𝒙!"##𝒙$%&



Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

如果将𝑥$转为非零变量
−27.5

𝒙𝑛𝑒𝑤 − 𝒙𝑜𝑙𝑑

如果将𝑥%转为非零变量
−6

𝒙𝑛𝑒𝑤 − 𝒙𝑜𝑙𝑑

VS

注意在上⾯两个式⼦中𝒙𝑛𝑒𝑤的取值不同，对应不同的新基可⾏解

HY,	2024

最⼩化
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Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

如果将𝑥$转为非零变量
−27.5

𝒙𝑛𝑒𝑤 − 𝒙𝑜𝑙𝑑

如果将𝑥%转为非零变量
−6

𝒙𝑛𝑒𝑤 − 𝒙𝑜𝑙𝑑

VS 相比于（2）最⼩化⽬标函数规则，

区别是这⾥多了分母

HY,	2024

最⼩化
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Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

如果将𝑥$转为非零变量
−27.5

𝒙𝑛𝑒𝑤 − 𝒙𝑜𝑙𝑑

如果将𝑥%转为非零变量
−6

𝒙𝑛𝑒𝑤 − 𝒙𝑜𝑙𝑑

VS

含义：确保在解空间中每移动⼀个单位，⽬标函数下降的幅度最⼤

相比于（2）最⼩化⽬标函数规则，

区别是这⾥多了分母

HY,	2024

最⼩化
𝒄! 𝒙!"##𝒙$%&
𝒙!"##𝒙$%&



Ø （5）根据布兰德规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

按序号选择零变量，即选择𝑥$ （因为4⼩于5）

Robert G. Bland
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Ø （5）根据布兰德规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

按序号选择零变量，即选择𝑥$ （因为4⼩于5）

有什么优势︖

HY,	2024



Ø （5）根据布兰德规则

零变量变为非零变量

5𝑥! − 11𝑥$ − 2𝑥% + 21改写后的⽬标函数

−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6
−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15经旋转后得到的约束

按序号选择零变量，即选择𝑥$ （因为4⼩于5）

将布兰德规则同时⽤于零变量变为非零变量、非零变量变为零变量时，

可以避免循环（可理论证明），确保单纯形法⼀定能收敛到最优解
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循环

使⽤单纯形法时，可能遇到循环，即找到的⼀系列基可⾏解形成循环 𝒙#, 𝒙!, 𝒙", … , 𝒙-, 𝒙#, 𝒙!, …

⽬标函数⼀直不下降，算法无法收敛到全局最优解

与找相邻基可⾏解的规则有关，即将哪个零变量变为非零变量、非零变量变为零变量有关

HY,	2024



循环

以下例⼦说明，由⼀个基可⾏解到另⼀个基可⾏解，⽬标函数值可能不会下降（即不变）

可以构造出更复杂的例⼦，看到循环的出现
上⾯这个例⼦并没有出现循环

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! + 𝑥# = 0,

𝑥" + 𝑥$ = 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0, 𝑥# ≥ 0, 𝑥$ ≥ 0.

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! ≤ 0,

𝑥" ≤ 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0.

即

0 2 𝑥"
A B

C

𝑥!

2
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循环

以下例⼦说明，由⼀个基可⾏解到另⼀个基可⾏解，⽬标函数值可能不会下降（即不变）

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! + 𝑥# = 0,

𝑥" + 𝑥$ = 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0, 𝑥# ≥ 0, 𝑥$ ≥ 0.

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! ≤ 0,

𝑥" ≤ 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0.

即

0 2 𝑥"
A B

C

𝑥!

2

当前基可⾏解，取𝑥", 𝑥$作非零变量（基变量）

有𝑥# = 𝑥! = 0，可计算得𝑥" = 0, 𝑥$ = 2，对应图中顶点A

HY,	2024



循环

以下例⼦说明，由⼀个基可⾏解到另⼀个基可⾏解，⽬标函数值可能不会下降（即不变）

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! + 𝑥# = 0,

𝑥" + 𝑥$ = 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0, 𝑥# ≥ 0, 𝑥$ ≥ 0.

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! ≤ 0,

𝑥" ≤ 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0.

即

0 2 𝑥"
A B

C

𝑥!

2

当前基可⾏解，取𝑥", 𝑥$作非零变量（基变量）

有𝑥# = 𝑥! = 0，可计算得𝑥" = 0, 𝑥$ = 2，对应图中顶点A

−𝑥"改写后的⽬标函数

HY,	2024



循环

以下例⼦说明，由⼀个基可⾏解到另⼀个基可⾏解，⽬标函数值可能不会下降（即不变）

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! + 𝑥# = 0,

𝑥" + 𝑥$ = 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0, 𝑥# ≥ 0, 𝑥$ ≥ 0.

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! ≤ 0,

𝑥" ≤ 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0.

即

0 2 𝑥"
A B

C

𝑥!

2

当前基可⾏解，取𝑥", 𝑥$作非零变量（基变量）

有𝑥# = 𝑥! = 0，可计算得𝑥" = 0, 𝑥$ = 2，对应图中顶点A

−𝑥"改写后的⽬标函数

把零变量𝑥!变成非零变量（基变量）， 𝑥#依旧是零变量

此时，只能把非零变量𝑥"变成零变量

𝑥! + 𝑥# = 0,
𝑥$ = 2,

HY,	2024



循环

以下例⼦说明，由⼀个基可⾏解到另⼀个基可⾏解，⽬标函数值可能不会下降（即不变）

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! + 𝑥# = 0,

𝑥" + 𝑥$ = 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0, 𝑥# ≥ 0, 𝑥$ ≥ 0.

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! ≤ 0,

𝑥" ≤ 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0.

即

0 2 𝑥"
A B

C

𝑥!

2

当前基可⾏解，取𝑥", 𝑥$作非零变量（基变量）

有𝑥# = 𝑥! = 0，可计算得𝑥" = 0, 𝑥$ = 2，对应图中顶点A

−𝑥"改写后的⽬标函数

把零变量𝑥!变成非零变量（基变量）， 𝑥#依旧是零变量

此时，只能把非零变量𝑥"变成零变量，得到新的基可⾏解

有𝑥# = 𝑥" = 0，可计算得𝑥! = 0, 𝑥$ = 2，对应图中顶点A

𝑥! + 𝑥# = 0,
𝑥$ = 2,
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循环

以下例⼦说明，由⼀个基可⾏解到另⼀个基可⾏解，⽬标函数值可能不会下降（即不变）

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! + 𝑥# = 0,

𝑥" + 𝑥$ = 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0, 𝑥# ≥ 0, 𝑥$ ≥ 0.

min −𝑥!
s.t. −𝑥"+𝑥! ≤ 0,

𝑥" ≤ 2,
var.					𝑥" ≥ 0, 𝑥! ≥ 0.

即

0 2 𝑥"
A B

C

𝑥!

2

当前基可⾏解

有𝑥# = 𝑥! = 0，可计算得𝑥" = 0, 𝑥$ = 2，对应图中顶点A

新的基可⾏解

有𝑥# = 𝑥" = 0，可计算得𝑥! = 0, 𝑥$ = 2，对应图中顶点A

两个不同的基可⾏解，对应图形中相同的顶点，函数值不变
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循环

循环：找到的⼀系列基可⾏解持续出现类似情况且形成循环 𝒙#, 𝒙!, 𝒙", … , 𝒙-, 𝒙#, 𝒙!, …

Ø （5）根据布兰德规则

按序号选择零变量变为非零变量

将布兰德规则同时⽤于零变量变为非零变量、非零变量变为零变量时，

可以避免循环（可理论证明），确保单纯形法⼀定能收敛到最优解

HY,	2024



⽅法不唯⼀，偏⼯程的问题

Ø （1）根据最⼤系数绝对值规则

Ø （2）根据最⼩化⽬标函数规则

Ø （3）根据随机规则

Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

Ø （5）根据布兰德规则

Ø …

零变量变为非零变量

计算量⼩

实际效果最好

理论保证
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⽅法不唯⼀，偏⼯程的问题

Ø （1）根据最⼤系数绝对值规则

Ø （2）根据最⼩化⽬标函数规则

Ø （3）根据随机规则

Ø （4）根据最陡峭边（steepest edge）规则

Ø （5）根据布兰德规则

Ø …

零变量变为非零变量

计算量⼩

实际效果最好

理论保证

将⼀个算法在实际中运⽤需要解决很多细节问题，细节影响效率

有时候需要深入实际应⽤场景，才能捕捉到需要解决的关键细节问题
⼯
程

HY,	2024

研
究

⼀个经典算法背后有许多研究⼯作的⽀撑

很多⼯作可能只是解决了⼀个看似非常细⼩的问题



零变量变为非零变量

Robert G. Bland于1977年发表关于布兰德规则及单纯形法在该规则下收敛性证明的论⽂
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单纯形法的一般步骤

0 检查是否已整理成标准形式
1 找到初始基可⾏解
2 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.1 通过改写后的⽬标函数，在（函数中系数为负的）当前零变量中选择⼀个，

变为⾮零变量
3.2  在当前⾮零变量中选择⼀个，变为零变量
3.3 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.4 若改写后的⽬标函数中，所有变量系数⾮负，结束算法、输出最优解；

否则，返回3.1

单纯形法

该选择哪个非零变量变为零变量︖

HY,	2024



非零变量变为零变量

该选择哪个非零变量变为零变量︖

回顾之前的例⼦

min 5𝑥!+3𝑥$ − 2𝑥% + 21
s.t. −6𝑥!+𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

当前基可⾏解为𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6

已知要把𝑥%变为非零变量，从当前非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个变为零变量︖
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非零变量变为零变量

该选择哪个非零变量变为零变量︖

回顾之前的例⼦

min 5𝑥!+3𝑥$ − 2𝑥% + 21
s.t. −6𝑥!+𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

当前基可⾏解为𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6

已知要把𝑥%变为非零变量，从当前非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个变为零变量︖

现在确定𝑥# = 𝑥$ = 0（已经将𝑥%加入非零变量），

当把非零变量𝑥!变为零变量时： 𝑥# = 𝑥! = 𝑥$ = 0, 𝑥" = −4, 𝑥% = 5，不是可⾏解

当把非零变量𝑥"变为零变量时：𝑥# = 𝑥" = 𝑥$ = 0, 𝑥! = 6, 𝑥% = 3，是可⾏解

选择原则是确保新的解是可⾏解，可以不通过穷举所有可能的替换后的解来保证
HY,	2024



非零变量变为零变量

该选择哪个非零变量变为零变量︖

回顾之前的例⼦

min 5𝑥!+3𝑥$ − 2𝑥% + 21
s.t. −6𝑥!+𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

当前基可⾏解为𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6

已知要把𝑥%变为非零变量，从当前非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个变为零变量︖

现在确定𝑥# = 𝑥$ = 0（已经将𝑥%加入非零变量），可以将关于𝑥!, 𝑥", 𝑥%的两个等式化为

𝑥# = 6 − 2𝑥%,
𝑥" = 15 − 3𝑥%,
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非零变量变为零变量

该选择哪个非零变量变为零变量︖

回顾之前的例⼦

min 5𝑥!+3𝑥$ − 2𝑥% + 21
s.t. −6𝑥!+𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

当前基可⾏解为𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6

已知要把𝑥%变为非零变量，从当前非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个变为零变量︖

现在确定𝑥# = 𝑥$ = 0（已经将𝑥%加入非零变量），可以将关于𝑥!, 𝑥", 𝑥%的两个等式化为

𝑥# = 6 − 2𝑥% ≥ 0,
𝑥" = 15 − 3𝑥% ≥ 0,

𝑥% ≤ 3,
𝑥% ≤ 5, 令𝑥%取让不等式都成⽴的最⼤值，有𝑥% = 3, 𝑥"=0
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非零变量变为零变量:特殊情况

该选择哪个非零变量变为零变量︖

特殊情况的例⼦

min −7𝑥!−𝑥$ + 2𝑥% + 9
s.t.					−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

当前基可⾏解为𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6

已知要把𝑥#变为非零变量，从当前非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个变为零变量︖

HY,	2024



非零变量变为零变量:特殊情况

该选择哪个非零变量变为零变量︖

特殊情况的例⼦

min −7𝑥!−𝑥$ + 2𝑥% + 9
s.t.					−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

当前基可⾏解为𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6

已知要把𝑥#变为非零变量，从当前非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个变为零变量︖

现在确定𝑥$ = 𝑥% = 0（已经将𝑥#加入非零变量），可以将关于𝑥#, 𝑥!, 𝑥"的两个等式化为

𝑥# = 6 + 6𝑥! ≥ 0,
𝑥" = 15 + 3𝑥! ≥ 0,
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非零变量变为零变量:特殊情况

该选择哪个非零变量变为零变量︖

特殊情况的例⼦

min −7𝑥!−𝑥$ + 2𝑥% + 9
s.t.					−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

当前基可⾏解为𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6

已知要把𝑥#变为非零变量，从当前非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个变为零变量︖

现在确定𝑥$ = 𝑥% = 0（已经将𝑥#加入非零变量），可以将关于𝑥#, 𝑥!, 𝑥"的两个等式化为

𝑥# = 6 + 6𝑥! ≥ 0,
𝑥" = 15 + 3𝑥! ≥ 0,

令𝑥#取让不等式都成⽴的最⼤值? 
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非零变量变为零变量:特殊情况

该选择哪个非零变量变为零变量︖

特殊情况的例⼦

min −7𝑥!−𝑥$ + 2𝑥% + 9
s.t.					−6𝑥! + 𝑥# − 2𝑥$ + 2𝑥% = 6,

−3𝑥! + 𝑥" + 6𝑥$ + 3𝑥% = 15
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 5.

当前基可⾏解为𝑥# = 𝑥$ = 𝑥% = 0, 𝑥! = 15, 𝑥" = 6

已知要把𝑥#变为非零变量，从当前非零变量𝑥!, 𝑥"中选择哪⼀个变为零变量︖

现在确定𝑥$ = 𝑥% = 0（已经将𝑥#加入非零变量），可以将关于𝑥#, 𝑥!, 𝑥"的两个等式化为

𝑥# = 6 + 6𝑥! ≥ 0,
𝑥" = 15 + 3𝑥! ≥ 0,

令𝑥#取让不等式都成⽴的最⼤值? 𝑥# → ∞，

说明最优解不存在，⽬标函数趋近于-∞
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单纯形法的一般步骤

0 检查是否已整理成标准形式
1 找到初始基可⾏解
2 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.1 通过改写后的⽬标函数，在（函数中系数为负的）当前零变量中选择⼀个，

变为⾮零变量
3.2  在当前⾮零变量中选择⼀个，变为零变量
3.3 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.4 若改写后的⽬标函数中，所有变量系数⾮负，结束算法、输出最优解；

否则，返回3.1

单纯形法

HY,	2024



单纯形法的一般步骤

0 检查是否已整理成标准形式
1 找到初始基可⾏解
2 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.1 通过改写后的⽬标函数，在（函数中系数为负的）当前零变量中选择⼀个，

变为⾮零变量
3.2  在当前⾮零变量中选择⼀个，变为零变量
3.3 围绕⾮零变量旋转，改写⽬标函数
3.4 若改写后的⽬标函数中，所有变量系数⾮负，结束算法、输出最优解；

否则，返回3.1

单纯形法

应⽤中还有很多细节，比如如何迅速找到⼀个初始基可⾏解︖

现在⽅法是在n个变量中随机取m个作为非零变量、其余是零变量，检查是否可⾏解

这种⽅法太耗时⇒⼤M法（本课程略过）
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单纯形法的复杂度？

平均复杂度（average complexity）不⾼

最差复杂度（worst-case complexity）是指数时间复杂度

Victor Klee and George J. Minty构造出⼀种例⼦说明最初的单纯形法以及很多解

决线性规划的算法的最差复杂度都很⾼

HY,	2024



按最初的单纯形法，从零点出发 (即𝑥# = 𝑥! = 𝑥" = ⋯ = 𝑥. = 0)

需要遍历所有2.个顶点，

最后抵达最优解 (𝑥# = 𝑥! = 𝑥" = ⋯𝑥./# = 0, 𝑥. = 2.)

单纯形法的复杂度？

Victor Klee and George J. Minty提出⼀种结构（Klee–Minty cube），

在该结构下（最初的）单纯形法需要遍历该结构（线性规划问题可⾏域）所有的顶点

公式取⾃Wikipedia Klee–Minty cube词条

max

D=3时可⾏域的⽰意图
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单纯形法的复杂度？

min −2𝑥!−𝑥"
s.t. 𝑥!+𝑥# = 5,

4𝑥! + 𝑥" + 𝑥$ = 25,
var.					𝑥& ≥ 0, ∀𝑖 = 1,2, … , 4.

𝑥"

A B

C

𝑥!
25

5

D

D=2时可以⾃⾏计算，顺序是不是 A→B → C → D
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单纯形法、线性规划求解器

全球顶级数学难题——“预知未来”的求解器
https://www.bilibili.com/video/BV1AU4y1p74t?spm_id_from=333.337.s
earch-card.all.click

HY,	2024
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内点法求解线性规划的思路

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



单纯形法 VS内点法

Ø 单纯形法的缺憾：没有利⽤可⾏域内部各点对应⽬标函数值的信息

Ø 内点法（Interior-Point Method）的思想：能不能利⽤可⾏域内部各点的信息？
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单纯形法 VS内点法

𝑥"

𝑥!

假设有⼀个线性规划问题

除了松弛变量，有两个变量𝑥!, 𝑥"
可⾏域如𝑥!, 𝑥"平⾯上浅⾊区域所⽰

⽬标函数为𝑐!𝑥! + 𝑐"𝑥"
0

二维视图
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𝑥!

𝑥"

假设有⼀个线性规划问题

除了松弛变量，有两个变量𝑥!, 𝑥"
可⾏域如𝑥!, 𝑥"平⾯上浅⾊区域所⽰

⽬标函数为𝑐!𝑥! + 𝑐"𝑥"
0

三维视图

单纯形法 VS内点法
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𝑥!

𝑥"

假设有⼀个线性规划问题

除了松弛变量，有两个变量𝑥!, 𝑥"
可⾏域如𝑥!, 𝑥"平⾯上浅⾊区域所⽰

⽬标函数为𝑐!𝑥! + 𝑐"𝑥"，不妨令z = 𝑐!𝑥! + 𝑐"𝑥"
0

三维视图

单纯形法 VS内点法 𝑧
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𝑥!

𝑧

𝑥"

假设有⼀个线性规划问题

除了松弛变量，有两个变量𝑥!, 𝑥"
可⾏域如𝑥!, 𝑥"平⾯上浅⾊区域所⽰

⽬标函数为𝑐!𝑥! + 𝑐"𝑥"，不妨令z = 𝑐!𝑥! + 𝑐"𝑥"
0

单纯形法 VS内点法

三维视图

深绿色平面表示在可行域的各个可行解对应的目标函数值

为什么⼀定是⼀个平⾯︖
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𝑥!

𝑧

𝑥"

假设有⼀个线性规划问题

除了松弛变量，有两个变量𝑥!, 𝑥"
可⾏域如𝑥!, 𝑥"平⾯上浅⾊区域所⽰

⽬标函数为𝑐!𝑥! + 𝑐"𝑥"，不妨令z = 𝑐!𝑥! + 𝑐"𝑥"
0

单纯形法 VS内点法

三维视图

深绿色平面表示在可行域的各个可行解对应的目标函数值

为什么⼀定是⼀个平⾯︖
因为𝑐#𝑥# + 𝑐!𝑥! − 𝑧 = 0在 𝑥#, 𝑥!, 𝑧 坐标系内就是⼀个平⾯的表达式
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𝑥!

𝑧

𝑥"

0

单纯形法 VS内点法

单纯形法思路：沿着边按顺序搜索顶点

HY,	2024



𝑥!

𝑧

𝑥"

0

单纯形法 VS内点法

单纯形法思路：沿着边按顺序搜索顶点

如 1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 6 → 7

顶点越多计算步数越多
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单纯形法 VS内点法

内点法思路：利用深绿色区域各点梯度是

固定值、不随𝑥!, 𝑥"变化的特点，从可行

域内部产生路径，沿着平面倾斜方向搜索
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内点法思路：利用深绿色区域各点梯度是

固定值、不随𝑥!, 𝑥"变化的特点，从可行
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单纯形法 VS内点法
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单纯形法 内点法 可以利用可行域内部的梯度
信息向最优解快速移动
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内点法的设计难点

内点法设计的难点在哪⾥︖
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内点法的设计难点

如何保障搜索路径一直在可行域内？

不能只看梯度、不看可行域
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0

内点法的设计难点

如何保障搜索路径一直在可行域内？

不能只看梯度、不看可行域

解决方案？每搜索一步都检查可行性？

HY,	2024

内点法设计的难点在哪⾥︖



𝑥!

𝑧
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内点法的设计难点

要保证搜索路径在可行域内且收敛到最优解路径会“拐弯”

HY,	2024

内点法设计的难点在哪⾥︖



一种简单的内点法

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



内点法 (Interior-Point Method)

Ø 内点法是一类方法，包含许多具体的算法

Ø 大约在20世纪80年代，不同学者相继提出在可行域内生成路径搜索最优解的算法

q Leonid Khachiyan于1979年提出椭球算法，求解线性规划问题的最差时间复

杂度是𝑂 𝑛' ，𝑛为变量个数。第一个多项式时间复杂度求解线性规划的算法

Leonid Khachiyan (1952-2005)
数学家、计算机科学家
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内点法

Ø 内点法是一类方法，包含许多具体的算法

Ø 大约在20世纪80年代，不同学者相继提出在可行域内生成路径搜索最优解的算法

q Leonid Khachiyan于1979年提出椭球算法，求解线性规划问题的最差时间复

杂度是𝑂 𝑛' ，𝑛为变量个数。第一个多项式时间复杂度求解线性规划的算法

Ø 经典的求解线性规划的内点法

q 原始牛顿屏障法（Primal Newton Barrier Method）

q 原始-对偶内点法（Primal-Dual Interior Point Method）

本课介绍一种简化的内点法

完整介绍这些方法需要一些最优化理论知识基础（对偶问题、KKT条件等）

HY,	2024



Ø 内点法是一类方法，包含许多具体的算法

Ø 大约在20世纪80年代，不同学者相继提出在可行域内生成路径搜索最优解的算法

q Leonid Khachiyan于1979年提出椭球算法，求解线性规划问题的最差时间复

杂度是𝑂 𝑛' ，𝑛为变量个数。第一个多项式时间复杂度求解线性规划的算法

Ø 经典的求解线性规划的内点法

q 原始牛顿屏障法（Primal Newton Barrier Method）

q 原始-对偶内点法（Primal-Dual Interior Point Method）

Ø 内点法可以用于解决多种优化问题（不限于线性规划）

HY,	2024

内点法



内点法设计的难点：要保证搜索路径在可行域内且收敛到最优解

HY,	2024

内点法



内点法设计的难点：要保证搜索路径在可行域内且收敛到最优解

线性规划问题

min 𝒂%&𝒙 + 𝑏%
s.t. 𝒂'&𝒙 + 𝑏' ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

𝒅(&𝒙 + 𝑐( = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙.

min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 = 𝒃,
var.				𝒙 ≥ 𝟎.

线性规划问题的标准形式

为了用单纯形法

方便找基可行解

HY,	2024
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内点法设计的难点：要保证搜索路径在可行域内且收敛到最优解

线性规划问题

min 𝒂%&𝒙 + 𝑏%
s.t. 𝒂'&𝒙 + 𝑏' ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

𝒅(&𝒙 + 𝑐( = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙.

min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 = 𝒃,
var.				𝒙 ≥ 𝟎.

线性规划问题的标准形式

min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

线性规划问题

为了用单纯形法 为了用内点法

方便找基可行解 方便看是否在可行域内

HY,	2024

内点法



内点法设计的难点：要保证搜索路径在可行域内且收敛到最优解

min 𝒂%&𝒙 + 𝑏%
s.t. 𝒂'&𝒙 + 𝑏' ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

𝒅(&𝒙 + 𝑐( = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙.

min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

为什么一定能改写？
怎么把等式约束改写成不等式约束？

注意：决策变量和参数等都已经重新定义

HY,	2024

内点法



内点法设计的难点：要保证搜索路径在可行域内且收敛到最优解

min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

𝑥!

𝑧

𝑥"

0
如何避免出现右图中“出界”情况
把不等式约束考虑到搜索路径中

HY,	2024

内点法



障碍函数

min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

⇔ min 𝒄&𝒙 + ∑')"* 𝐼 ∑()"+ 𝐴'(𝑥( − 𝑏'
var.				𝒙.

不妨设系数矩阵𝑨有𝑚行𝑛列，即𝑚个不等式约束、𝑛个变量

本部分参考⾃李恩志 <凸优化算法I: 内点法求解线性规划问题>

Mung Chiang < Princeton ELE539A-Lecture 18: Interior Point Algorithm >

引入了障碍函数 𝐼 𝑢 =

HY,	2024



min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

⇔

不妨设系数矩阵𝑨有𝑚行𝑛列，即𝑚个不等式约束、𝑛个变量

引入了障碍函数 𝐼 𝑢 =

该障碍函数的问题：导致新的目标函数不是处处可微

对于不可微的函数一般难以搜索最小值

例如深度学习中损失函数的构造，一般情况需要对网络参数可微（即存在梯度）

障碍函数

min 𝒄&𝒙 + ∑')"* 𝐼 ∑()"+ 𝐴'(𝑥( − 𝑏'
var.				𝒙.
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min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

⇔

不妨设系数矩阵𝑨有𝑚行𝑛列，即𝑚个不等式约束、𝑛个变量

引入了障碍函数 𝐼 𝑢 =

解决方案：换一个可微的、同时能近似 效果的新障碍函数𝐼 𝑢 =

该障碍函数的问题：导致新的目标函数不是处处可微

障碍函数

min 𝒄&𝒙 + ∑')"* 𝐼 ∑()"+ 𝐴'(𝑥( − 𝑏'
var.				𝒙.
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min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

⇔ min 𝒄&𝒙 + ∑')"* 𝐼, ∑()"+ 𝐴'(𝑥( − 𝑏'
var.				𝒙.

不妨设系数矩阵𝑨有𝑚行𝑛列，即𝑚个不等式约束、𝑛个变量

引入了障碍函数 𝐼 𝑢 =

引入了新障碍函数

𝑡 > 0控制新障碍函数的形状 可以试手画一下函数的形状

障碍函数

HY,	2024



min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

⇔

不妨设系数矩阵𝑨有𝑚行𝑛列，即𝑚个不等式约束、𝑛个变量

引入了障碍函数 𝐼 𝑢 =

引入了新障碍函数

𝑡越大，形状越逼近原障碍函数

障碍函数

min 𝒄&𝒙 + ∑')"* 𝐼, ∑()"+ 𝐴'(𝑥( − 𝑏'
var.				𝒙.

HY,	2024

𝑡 > 0控制新障碍函数的形状



min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

⇔

引入了新障碍函数

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.

障碍函数

min 𝒄&𝒙 + ∑')"* 𝐼, ∑()"+ 𝐴'(𝑥( − 𝑏'
var.				𝒙.
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min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

𝑡 > 0是控制变量，对每一个𝑡都可以求到一个𝒙∗ 𝑡

随着𝑡 → ∞,对数障碍函数将逼近于原不可微的障碍函数，

𝒙∗ 𝑡 趋近于原线性规划问题的全局最优解

障碍函数

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.

HY,	2024



图⽚取⾃Stephen Boyd <Stanford-EE364 Sequential unconstrained minimization>

新问题目标函数取值“等高线”

障碍函数

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.

HY,	2024

𝑡 → ∞,𝒙∗ 𝑡 趋近于原线性规划问题全局最优解



𝑡 → ∞,𝒙∗ 𝑡 趋近于原线性规划问题全局最优解

图⽚取⾃Stephen Boyd < Stanford-EE364 Sequential unconstrained minimization>

𝑡 = 0时，可行域的中心地带（离所有边界都
远）取得最小值，即𝒙∗ 𝑡 在中心地带

𝑢 = 𝐴&)𝑥) − 𝑏&

“等高线”

障碍函数

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.
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𝑡 → ∞,𝒙∗ 𝑡 趋近于原线性规划问题全局最优解

𝑡 > 0时，原目标函数𝒄*𝒙的权重增加，𝒙∗ 𝑡
向着原线性规划问题的最优解方向移动

“等高线”

障碍函数

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.

HY,	2024



𝑡很大时，𝒙∗ 𝑡 趋近于原问题最优解

注意等高线的变化

“等高线”

障碍函数

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.

HY,	2024
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𝑡 → ∞,𝒙∗ 𝑡 趋近于原线性规划问题全局最优解

“等高线”

由⼀个较⼩的𝑡0出发，计算⼀个𝒙∗ 𝑡 ；
逐渐增⼤𝑡，⽤前⼀个𝒙∗ 𝑡 帮助计算当前𝑡下的𝒙∗ 𝑡 ；
当𝑡较⼤时，趋近到原线性规划问题最优解

（本讲介绍的）内点法思路

相邻的两个𝒙∗ 𝑡 一般距离很近，便于搜索

障碍函数

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.
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“等高线”

为什么不直接把𝑡+设成一个非常大

的数，直接得到原问题最优解？

障碍函数
𝑡 → ∞,𝒙∗ 𝑡 趋近于原线性规划问题全局最优解

由⼀个较⼩的𝑡0出发，计算⼀个𝒙∗ 𝑡 ；
逐渐增⼤𝑡，⽤前⼀个𝒙∗ 𝑡 帮助计算当前𝑡下的𝒙∗ 𝑡 ；
当𝑡较⼤时，趋近到原线性规划问题最优解

（本讲介绍的）内点法思路

相邻的两个𝒙∗ 𝑡 一般距离很近，便于搜索

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.
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“等高线”

为什么不直接把𝑡+设成一个非常大

的数，直接得到原问题最优解？

在缺少前序𝒙∗ 𝑡 位置信息的情况下，直接精
确求解大𝑡对应的最优解计算量非常大

障碍函数
𝑡 → ∞,𝒙∗ 𝑡 趋近于原线性规划问题全局最优解

由⼀个较⼩的𝑡0出发，计算⼀个𝒙∗ 𝑡 ；
逐渐增⼤𝑡，⽤前⼀个𝒙∗ 𝑡 帮助计算当前𝑡下的𝒙∗ 𝑡 ；
当𝑡较⼤时，趋近到原线性规划问题最优解

（本讲介绍的）内点法思路

相邻的两个𝒙∗ 𝑡 一般距离很近，便于搜索

HY,	2024

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.



“等高线”

还未解决的问题？

给定𝑡时怎么计算𝒙∗ 𝑡 呢？

新的目标函数已经不是线性函数了

障碍函数
𝑡 → ∞,𝒙∗ 𝑡 趋近于原线性规划问题全局最优解

由⼀个较⼩的𝑡0出发，计算⼀个𝒙∗ 𝑡 ；
逐渐增⼤𝑡，⽤前⼀个𝒙∗ 𝑡 帮助计算当前𝑡下的𝒙∗ 𝑡 ；
当𝑡较⼤时，趋近到原线性规划问题最优解

（本讲介绍的）内点法思路

HY,	2024

min 𝑡𝒄H𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.



如何在给定𝑡时计算𝒙∗ 𝑡

min 𝑡𝒄=𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.

HY,	2024

内点法



min 𝑡𝒄=𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.

HY,	2024

证明目标函数是凸函数：

（1）凸函数之和依然是凸函数

（2）证明𝑔& 𝒙 ≜ −log −∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏& 是凸函数

内点法

如何在给定𝑡时计算𝒙∗ 𝑡



min 𝑡𝒄=𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.
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证明目标函数是凸函数：

（1）凸函数之和依然是凸函数

（2）证明𝑔& 𝒙 ≜ −log −∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏& 是凸函数

∇𝑔& 𝒙 =
𝐴&!

−∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&
,

𝐴&"
−∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&

, … ,
𝐴&-

−∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&

*

∇"𝑔& 𝒙 =

𝐴&!"

−∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&
" ⋯

𝐴&!𝐴&-
−∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&

"

⋮ ⋱ ⋮
𝐴&!𝐴&-

−∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&
" ⋯

𝐴&-"

−∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&
"

*

= ∇𝑔& 𝒙 ∇𝑔& 𝒙
*

由定义，易证
是半正定矩阵

内点法

如何在给定𝑡时计算𝒙∗ 𝑡



牛顿法：

梯度下降法：

𝛼2

min 𝑡𝒄=𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.

HY,	2024

注意𝑘与𝑡不同， 𝑘是在给定的一个𝑡下调用梯度下降法/牛顿法时迭代次数的计数

内点法

如何在给定𝑡时计算𝒙∗ 𝑡



Ø 利用障碍函数改写问题，把约束条件“放入”目标函数

Ø 对每一个给定的𝑡，求解新的优化问题，得到𝒙∗ 𝑡

q 证明新的目标函数是凸函数

q 用梯度下降法或牛顿法（更快）搜索使梯度为零的𝒙∗ 𝑡

min 𝒄&𝒙
s.t. 𝐀𝒙 ≤ 𝒃,
var.				𝒙.

min 𝑡𝒄=𝒙 − ∑89:; log −∑IJKL 𝐴MI𝑥I + 𝑏8
var.				𝒙.
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内点法



0 确定⼀个初始可⾏解�̀�，初始参数值𝑡 > 0
1 由�̀�出发，在当前𝑡取值下，计算𝒙∗ 𝑡

2 将𝒙∗ 𝑡 赋值给�̀�
3 如果循环结束条件（如𝑡⼤于⼀定阈值）满⾜，则结束；

否则，增加𝑡取值（如令𝑡 ← 𝜇𝑡，𝜇⼀般在10～100中取值），返回1

内点法

min 𝑡𝒄*𝒙 − ∑&,!. log −∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&
var.				𝒙.

内容修改⾃Stephen Boyd < Stanford-EE364 Sequential unconstrained minimization>

调用牛顿法等算法求解𝒙∗ 𝑡 时，需要内迭代
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内点法



0 确定⼀个初始可⾏解�̀�，初始参数值𝑡 > 0
1 由�̀�出发，在当前𝑡取值下，计算𝒙∗ 𝑡

2 将𝒙∗ 𝑡 赋值给�̀�
3 如果循环结束条件（如𝑡⼤于⼀定阈值）满⾜，则结束；

否则，增加𝑡取值（如令𝑡 ← 𝜇𝑡，𝜇⼀般在10～100中取值），返回1

内点法

内容修改⾃Stephen Boyd < Stanford-EE364 Sequential unconstrained minimization>

控制参数𝜇如何影响算法效率︖

min 𝑡𝒄*𝒙 − ∑&,!. log −∑),!- 𝐴&)𝑥) + 𝑏&
var.				𝒙. 调用牛顿法等算法求解𝒙∗ 𝑡 时，需要内迭代
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内点法



控制参数𝜇如何影响算法效率︖

⼤𝜇令𝑡增长很快，⽜顿法的负担增⼤（内迭代次数增多）

⼩𝜇令𝑡增长变慢，外迭代次数增多

𝑡 ← 𝜇𝑡
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内点法



控制参数𝜇如何影响算法效率︖

⼤𝜇令𝑡增长很快，⽜顿法的负担增⼤（内迭代次数增多）
⼩𝜇令𝑡增长变慢，外迭代次数增多

𝑡 ← 𝜇𝑡

内容修改⾃Stephen Boyd < Stanford-EE364 Sequential unconstrained minimization>

纵坐标：原线性规
划问题求解情况

横坐标：内迭代总次数

该轮外迭代中内迭代的次数

HY,	2024

内点法

说明𝜇需要取中间值



本讲小结

单纯形法的⼀般步骤

内点法的思想、⼀种简单的内点法
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