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一种简单的内点法（续）

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件、内点法

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



例子

min −𝑥!−𝑥"
s.t.					2𝑝𝑥! + 𝑥" ≤ 𝑝" + 1, ∀𝑝 ∈ 0,0.1, … , 1 ,
var.					𝑥! ≥ 0, 𝑥" ≥ 0.

𝑝 = 0

𝑝 = 0.1

𝑝 = 0.2

HY,	2024



例子

内点法（牛顿法计算每个𝑡下的解）

设置：

初始解(10-4,10-4)

初始t=1

参数µ=15

外迭代终止条件 相邻t的两个解距离<10-4

内迭代终止条件 相邻两个解距离<10-4

𝑝 = 0

𝑝 = 0.1

𝑝 = 0.2

t更新规则改为 𝑡 ← 𝑡 + 𝜇

min 𝑡𝒄#𝒙 − ∑$%!& log −∑'%!( 𝐴$'𝑥' + 𝑏$
var.				𝒙.
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例子

内点法（牛顿法计算每个𝑡下的解）

设置：

初始解(10-4,10-4)

初始t=1

参数µ=15

外迭代终止条件 相邻t的两个解距离<10-4

内迭代终止条件 相邻两个解距离<10-4

t更新规则改为 𝑡 ← 𝑡 + 𝜇

min 𝑡𝒄#𝒙 − ∑$%!& log −∑'%!( 𝐴$'𝑥' + 𝑏$
var.				𝒙.
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例子

内点法（梯度下降法计算每个𝑡下的解）

设置：

初始解(10-4,10-4)

初始t=1

参数µ=15

外迭代终止条件 相邻t的两个解距离<10-4

内迭代终止条件 相邻两个解距离<10-4

或超5000次

参数⍺=10-5

𝛼!

t更新规则改为 𝑡 ← 𝑡 + 𝜇

min 𝑡𝒄#𝒙 − ∑$%!& log −∑'%!( 𝐴$'𝑥' + 𝑏$
var.				𝒙.
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例子

内点法（梯度下降法计算每个𝑡下的解）

设置：

初始解(10-4,10-4)

初始t=1

参数µ=15

外迭代终止条件 相邻t的两个解距离<10-4

内迭代终止条件 相邻两个解距离<10-4

或超5000次

参数⍺=10-5

𝛼!

t更新规则改为 𝑡 ← 𝑡 + 𝜇

min 𝑡𝒄#𝒙 − ∑$%!& log −∑'%!( 𝐴$'𝑥' + 𝑏$
var.				𝒙.

HY,	2024



例子

内点法（牛顿法计算每个𝑡下的解） 内点法（梯度下降法计算每个𝑡下的解）

𝛼!

1.707s0.011s

HY,	2024



例子

内点法（牛顿法计算每个𝑡下的解） 内点法（梯度下降法计算每个𝑡下的解）

𝛼!

1.707s0.011s

HY,	2024

同样𝑡值下𝒙∗ 𝑡 应该相等，因为内迭代终止条件的影响，左右两图结果不同
若将内迭代终止条件改为“相邻两个解距离<10-5”，左右图结果将更相似



线性规划

线性规划问题

min 𝒂!"𝒙 + 𝑏!
s.t. 𝒂#"𝒙 + 𝑏# ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

𝒅$"𝒙 + 𝑐$ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙.

最优化问题的一般形式

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔# 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

ℎ$ 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ 𝒟.

当目标和约束都是线性时

很多有约束的最优化问题不属于线性规划

HY,	2024



有约束凸优化问题

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件、内点法

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



有约束凸优化

无约束凸优化问题

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ ℛ%.
其中，𝑓 𝒙 是凸函数

有约束凸优化问题

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ 𝒞.
其中，𝑓 𝒙 是凸函数，𝒞是凸集合

可⾏域是凸集

当𝑓 𝒙 ⼀阶/⼆阶连续可微时，
可⽤梯度下降/⽜顿法等求解



无约束凸优化问题

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ ℛ%.
其中，𝑓 𝒙 是凸函数

当𝑓 𝒙 ⼀阶/⼆阶连续可微时，
可⽤梯度下降/⽜顿法等求解

有约束凸优化问题

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ 𝒞.
其中，𝑓 𝒙 是凸函数，𝒞是凸集合

对𝒙取值范围没有限制 限制𝒙从蓝⾊区域取值

有约束凸优化

可⾏域是凸集



无约束凸优化问题

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ ℛ%.
其中，𝑓 𝒙 是凸函数

当𝑓 𝒙 ⼀阶/⼆阶连续可微时，
可⽤梯度下降/⽜顿法等求解

有约束凸优化问题

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ 𝒞.
其中，𝑓 𝒙 是凸函数，𝒞是凸集合

对𝒙取值范围没有限制 限制𝒙从蓝⾊区域取值 ⾮凸集合时

有约束凸优化

可⾏域是凸集



HY,	2024

有约束凸优化问题

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ 𝒞.
其中，𝑓 𝒙 是凸函数，𝒞是凸集合

有约束凸优化问题的标准形式

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔# 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

ℎ$ 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ%.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数

仿射函数：可写成𝒂"#𝒙 + 𝑏"的形式

⼀般可整理为

有约束凸优化



HY,	2024

有约束凸优化问题

min 𝑓 𝒙
var.				𝒙 ∈ 𝒞.
其中，𝑓 𝒙 是凸函数，𝒞是凸集合

有约束凸优化问题的标准形式

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔# 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

ℎ$ 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ%.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数

仿射函数：可写成𝒂"#𝒙 + 𝑏"的形式

容易证明满⾜𝑔$ 𝒙 ≤ 0及ℎ" 𝒙 = 0的集合是凸集（构造𝒙%, 𝒙& ∈ 𝒞，再根据凸集定义证明）

注意ℎ" 𝒙 需要是仿射函数，若仅是凸函数，约束条件不⼀定构成凸集
（考虑ℎ" 𝒙 = 0 ⇔ ℎ" 𝒙 ≤ 0,−ℎ" 𝒙 ≤ 0）

⼀般可整理为

有约束凸优化
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有约束凸优化问题的标准形式

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔# 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚,

ℎ$ 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ%.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数

包含各种特例：⽆约束凸优化问题、线性规划问题等

对于这些特例，已有多项式时间复杂度的求解算法

有约束凸优化



发射功率分配问题

HY,	2024

移动通信基站如何分配⽤于传输数据的功率，从⽽最⼤化总传输速率

𝑝&

𝑝'

𝑝(

…



发射功率分配问题

HY,	2024

移动通信基站如何分配⽤于传输数据的功率，从⽽最⼤化总传输速率

𝑝&

𝑝'

𝑝(

…

𝑔&

𝑔(

𝑔'

信道增益
（受传输距离、障碍物等影响）

log( 1 +
𝑔&𝑝&
𝑁!

log( 1 +
𝑔(𝑝(
𝑁!

log( 1 +
𝑔'𝑝'
𝑁!

传输速率
（𝑁*是噪声）

… …



发射功率分配问题

HY,	2024

移动通信基站如何分配⽤于传输数据的功率，从⽽最⼤化总传输速率

𝑝&

𝑝'

𝑝(

…

是有约束的凸优化问题
（改写成最⼩化问题、分析海森矩阵）

* 在实际通信领域，考虑时延约束下的动态功率分配、多基站通信等



投资组合优化问题

HY,	2024

如何对不同资产进⾏投资，从⽽最⼤化收益的期望、最⼩化风险（⽅差）

内容取⾃Daniel P. Palomar <ELEC5470/IEDA6100A - Convex Optimization>

将资产投资收益向量建模成随机向量，向量的
期望和协⽅差矩阵记为𝝁和𝚺（根据历史得到）

历史 投资策略记为𝒘 = 𝑤!, 𝑤", … , 𝑤+ #



投资组合优化问题

HY,	2024

如何对不同资产进⾏投资，从⽽最⼤化收益的期望、最⼩化风险（⽅差）

内容取⾃Daniel P. Palomar <ELEC5470/IEDA6100A - Convex Optimization>

是有约束的凸优化问题
（改写成最⼩化问题、随机向量的协⽅差矩阵⼀定是半正定）

𝚺 = var 𝒓 = 𝔼 𝒓 − 𝔼 𝒓 𝒓 − 𝔼 𝒓 # ≽ 𝟎



KKT条件

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件、内点法

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



KKT条件

HY,	2024

（⼀定条件下）凸优化问题的全局最优解的充要条件：KKT条件

KKT（Karush-Kuhn-Tucker）条件

William Karush , 1987 Harold Kuhn and Albert Tucker, 1980



KKT条件

HY,	2024

对前述凸优化问题，若𝑓 𝒙 和𝑔$ 𝒙 都是连续可微函数且Slater条件成⽴，

那么𝒙∗是全局最优解的充要条件是𝒙∗满⾜：

∇𝑓 𝒙∗ +Q
$%!

&

𝜆$∗∇𝑔$ 𝒙∗ +Q
'%!

,

𝜈'∗∇ℎ' 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔$ 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ' 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆$∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆$∗𝑔$ 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

其中，𝜆$∗, 𝜈'∗是对偶问题的最优解。

定理

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数

参见Stephen Boyd, Lieven Vandenberghe <Convex Optimization> 5.5.3 KKT optimality conditions



KKT条件

HY,	2024

对前述凸优化问题，若𝑓 𝒙 和𝑔$ 𝒙 都是连续可微函数且Slater条件成⽴，

那么𝒙∗是全局最优解的充要条件是𝒙∗满⾜：

∇𝑓 𝒙∗ +Q
$%!

&

𝜆$∗∇𝑔$ 𝒙∗ +Q
'%!

,

𝜈'∗∇ℎ' 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔$ 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ' 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆$∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆$∗𝑔$ 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

其中，𝜆$∗, 𝜈'∗是对偶问题的最优解。

定理

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数

稳定性条件

原问题可⾏条件

对偶问题可⾏条件

互补松弛条件

类似于《⾼等数学》中拉格朗⽇乘⼦法中的乘⼦



KKT条件

HY,	2024

对前述凸优化问题，若𝑓 𝒙 和𝑔$ 𝒙 都是连续可微函数且Slater条件成⽴，

那么𝒙∗是全局最优解的充要条件是𝒙∗满⾜：

∇𝑓 𝒙∗ +Q
$%!

&

𝜆$∗∇𝑔$ 𝒙∗ +Q
'%!

,

𝜈'∗∇ℎ' 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔$ 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ' 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆$∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆$∗𝑔$ 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

其中，𝜆$∗, 𝜈'∗是对偶问题的最优解。

定理

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数

对⽐⽆约束下的⼀阶条件
额外考虑约束条件的影响

考虑min 𝑓 𝒙 + 𝜆𝒊𝑔" 𝒙

考虑𝑔" 𝒙∗ < 0和𝑔" 𝒙∗ = 0两种情况



KKT条件

HY,	2024

对前述凸优化问题，若𝑓 𝒙 和𝑔$ 𝒙 都是连续可微函数且Slater条件成⽴，

那么𝒙∗是全局最优解的充要条件是𝒙∗满⾜：

∇𝑓 𝒙∗ +Q
$%!

&

𝜆$∗∇𝑔$ 𝒙∗ +Q
'%!

,

𝜈'∗∇ℎ' 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔$ 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ' 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆$∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆$∗𝑔$ 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

其中，𝜆$∗, 𝜈'∗是对偶问题的最优解。

定理

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数

考虑𝑔" 𝒙∗ < 0和𝑔" 𝒙∗ = 0两种情况

min 𝑥&
s. t. 𝑥 − 3 ≤ 0

min 𝑥&
s. t. 𝑥 + 3 ≤ 0



Slater条件

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数

Slater条件成⽴：存在𝒙使𝑔$ 𝒙 < 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚且ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝.

（即存在𝒙处于可⾏域的相对内部）

min 𝑥
s.t. 𝑥𝟐 ≤ 0,
var.				𝑥 ∈ ℛ.

以下凸优化问题不满⾜Slater条件，最优解不满⾜KKT条件：

易见𝑥∗ = 0，⽽KKT条件（稳定性条件）要求1 + 𝜆∗ = 2 = 0 = 0



例子

HY,	2024

min 𝑥" − 𝑥!
s.t. 𝑥!" + 𝑥"" − 4 ≤ 0,

−𝑥! − 3𝑥" ≤ 0,
var.				𝒙 ∈ ℛ.

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

（1）判断是凸优化问题且Slater条件成⽴

（2）列出KKT条件

（3）分析𝜆$∗ > 0或𝜆$∗ = 0的可能性

a. 若𝜆%∗ = 𝜆&∗ = 0，稳定性条件不满⾜
b. 若𝜆%∗ = 0, 𝜆&∗ ≠ 0，稳定性条件不满⾜
c. 若𝜆%∗ ≠ 0, 𝜆&∗ = 0，推出𝑥%∗ = 2, 𝑥&∗ = − 2，原问题可⾏条件不满⾜

d. 若𝜆%∗ ≠ 0, 𝜆&∗ ≠ 0，推出𝑥%∗ = 3, 𝑥&∗ = −1, 𝜆%∗ =
()%
*
, 𝜆&∗ =

(+%
,

，满⾜KKT条件



例子

HY,	2024

min 𝑥" − 𝑥!
s.t. 𝑥!" + 𝑥"" − 4 ≤ 0,

−𝑥! − 3𝑥" ≤ 0,
var.				𝒙 ∈ ℛ.

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

稳定性条件 −1
1 + 𝜆%∗

2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3 = 𝟎 即 1

−1 = 𝜆%∗
2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3

可视化：

𝜆%∗ ≥ 0, 𝜆&∗ ≥ 0

𝑥!∗ = 3, 𝑥"∗ = −1



例子

HY,	2024

min 𝑥" − 𝑥!
s.t. 𝑥!" + 𝑥"" − 4 ≤ 0,

−𝑥! − 3𝑥" ≤ 0,
var.				𝒙 ∈ ℛ.

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

稳定性条件 −1
1 + 𝜆%∗

2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3 = 𝟎 即 1

−1 = 𝜆%∗
2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3

可视化：

𝜆%∗ ≥ 0, 𝜆&∗ ≥ 0

𝑥!∗ = 3, 𝑥"∗ = −1

该点同时激活了两个不等式约束，
有𝜆%∗ ≥ 0, 𝜆&∗ ≥ 0，即绿⾊向量的⽅向需
要在红⾊和紫⾊之间

绿⾊向量：⽬标函数𝑓 𝒙 下降⽅向
紫⾊向量：𝑔% 𝒙 上升⽅向
红⾊向量：𝑔& 𝒙 上升⽅向



例子

HY,	2024

min 𝑥" − 𝑥!
s.t. 𝑥!" + 𝑥"" − 4 ≤ 0,

−𝑥! − 3𝑥" ≤ 0,
var.				𝒙 ∈ ℛ.

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

稳定性条件 −1
1 + 𝜆%∗

2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3 = 𝟎 即 1

−1 = 𝜆%∗
2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3

可视化：

𝜆%∗ ≥ 0, 𝜆&∗ ≥ 0

考虑蓝⾊点，绿⾊向量的⽅向⽆法在红
⾊和紫⾊之间

故该点不是最优解



例子

HY,	2024

min 𝑥" − 𝑥!
s.t. 𝑥!" + 𝑥"" − 4 ≤ 0,

−𝑥! − 3𝑥" ≤ 0,
var.				𝒙 ∈ ℛ.

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

稳定性条件 −1
1 + 𝜆%∗

2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3 = 𝟎 即 1

−1 = 𝜆%∗
2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3

可视化：

𝜆%∗ ≥ 0, 𝜆&∗ ≥ 0

若蓝⾊点是最优解：𝜆&∗ = 0，绿⾊向量
和紫⾊向量的⽅向⽆法相同

故该点不是最优解



例子

HY,	2024

min 𝑥" − 𝑥!
s.t. 𝑥!" + 𝑥"" − 4 ≤ 0,

−𝑥! − 3𝑥" ≤ 0,
var.				𝒙 ∈ ℛ.

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

稳定性条件 −1
1 + 𝜆%∗

2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3 = 𝟎 即 1

−1 = 𝜆%∗
2𝑥%∗
2𝑥&∗

+ 𝜆&∗
−1
− 3

可视化：

𝜆%∗ ≥ 0, 𝜆&∗ ≥ 0

若蓝⾊点是最优解：𝜆%∗ = 0，绿⾊向量
和红⾊向量的⽅向⽆法相同

故该点不是最优解



发射功率分配问题

HY,	2024

𝑝&

𝑝'

𝑝(

…

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.



发射功率分配问题

HY,	2024

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

−

𝑔(
𝑁*

1 + 𝑔(𝑝(
∗

𝑁*

− 𝜆(∗ + 𝜈∗ = 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,

𝑝(∗ ≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,Q
(%!

+

𝑝(∗ = 𝑃,

𝜆(∗ ≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,

−𝜆(∗ 𝑝(∗ = 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁.

KKT条件：



发射功率分配问题

HY,	2024

−

𝑔(
𝑁*

1 + 𝑔(𝑝(
∗

𝑁*

− 𝜆(∗ + 𝜈∗ = 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,

𝑝(∗ ≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,Q
(%!

+

𝑝(∗ = 𝑃,

𝜆(∗ ≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,

−𝜆(∗ 𝑝(∗ = 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁.

KKT条件：

𝑝(∗ ≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,Q
(%!

+

𝑝(∗ = 𝑃,

𝜈∗ −

𝑔(
𝑁*

1 + 𝑔(𝑝(
∗

𝑁*

≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,

− 𝜈∗ −

𝑔(
𝑁*

1 + 𝑔(𝑝(
∗

𝑁*

𝑝(∗ = 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁.

把𝜆(∗ 消去



发射功率分配问题

HY,	2024

𝑝(∗ ≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,Q
(%!

+

𝑝(∗ = 𝑃,

𝜈∗ −

𝑔(
𝑁*

1 + 𝑔(𝑝(
∗

𝑁*

≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,

− 𝜈∗ −

𝑔(
𝑁*

1 + 𝑔(𝑝(
∗

𝑁*

𝑝(∗ = 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁.

讨论𝜈∗与.(
+)

的关系

若𝜈∗ < .(
+)

： 𝑝(∗需要⼤于0，即𝜈∗ =
*(
+)

!/*(,(
∗

+)

若𝜈∗ ≥ .(
+)

： 𝑝(∗需要等于0

总结： 𝑝(∗ =

1
𝜈∗ −

𝑁*
𝑔(
, 若𝜈∗ <

𝑔(
𝑁*
,

0, 若𝜈∗ ≥
𝑔(
𝑁*
.



发射功率分配问题
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𝑝(∗ ≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,Q
(%!

+

𝑝(∗ = 𝑃,

𝜈∗ −

𝑔(
𝑁*

1 + 𝑔(𝑝(
∗

𝑁*

≥ 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁,

− 𝜈∗ −

𝑔(
𝑁*

1 + 𝑔(𝑝(
∗

𝑁*

𝑝(∗ = 0, 𝑛 = 1,… , 𝑁.

𝑝(∗ =

1
𝜈∗
−
𝑁*
𝑔(
, 若𝜈∗ <

𝑔(
𝑁*
,

0, 若𝜈∗ ≥
𝑔(
𝑁*
.

等价于：𝑝(∗ =
!
0∗
− +)

.(

/

Q
(%!

+
1
𝜈∗ −

𝑁*
𝑔(

/

= 𝑃



发射功率分配问题
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Q
(%!

+
1
𝜈∗ −

𝑁*
𝑔(

/
= 𝑃

左侧随𝜈∗单调减，且𝜈∗ = -./$ 0$
1%

时∑23%1 %
4∗
− 1%
0$

)
= 0



发射功率分配问题
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Q
(%!

+
1
𝜈∗ −

𝑁*
𝑔(

/
= 𝑃

左侧随𝜈∗单调减，且𝜈∗ = -./$ 0$
1%

时∑23%1 %
4∗
− 1%
0$

)
= 0

注⽔算法

𝑛 = 1 𝑛 = 𝑁

𝑁&
𝑔'

𝑁&
𝑔(

1
𝜈

逐渐增⼤%
4 ，直到“⽔”⾯积等于𝑃

得到令等式成⽴的𝜈∗



发射功率分配问题

HY,	2024

Q
(%!

+
1
𝜈∗ −

𝑁*
𝑔(

/
= 𝑃

左侧随𝜈∗单调减，且𝜈∗ = -./$ 0$
1%

时∑23%1 %
4∗
− 1%
0$

)
= 0

注⽔算法

𝑛 = 1 𝑛 = 𝑁

𝑁&
𝑔'

𝑁&
𝑔(

1
𝜈

逐渐增⼤%
4 ，直到“⽔”⾯积等于𝑃

得到令等式成⽴的𝜈∗

𝑝(∗ =
1
𝜈∗ −

𝑁*
𝑔(

/

每条⽔柱⾼度即最优功率

𝑝!∗
𝑝+∗



发射功率分配问题

HY,	2024

注⽔算法

𝑛 = 1 𝑛 = 𝑁

𝑁&
𝑔'

𝑁&
𝑔(

逐渐增⾼⽔⾯，直到⾯积等于𝑃
得到𝑝%∗, … , 𝑝1∗ 等

𝑝!∗
𝑝+∗

𝑝&

𝑝'

𝑝(

…



KKT条件

HY,	2024

对前述凸优化问题，若𝑓 𝒙 和𝑔$ 𝒙 都是连续可微函数且Slater条件成⽴，

那么𝒙∗是全局最优解的充要条件是𝒙∗满⾜：

∇𝑓 𝒙∗ +Q
$%!

&

𝜆$∗∇𝑔$ 𝒙∗ +Q
'%!

,

𝜈'∗∇ℎ' 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔$ 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ' 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆$∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆$∗𝑔$ 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

其中，𝜆$∗, 𝜈'∗是对偶问题的最优解。

定理

对⽆约束凸优化问题，充要条件可简化为∇𝑓 𝒙∗ = 𝟎

对⾮凸优化问题，（在⼀定条件下）KKT条件是全局最优解的必要条件



求解有约束凸优化问题的内点法

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件、内点法

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



障碍函数

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数，Slater条件成⽴

∇𝑓 𝒙∗ +-
"#$

%

𝜆"∗∇𝑔" 𝒙∗ +-
&#$

'

𝜈&∗∇ℎ& 𝒙∗ = 𝟎,

𝑔" 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ℎ& 𝒙∗ = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,

𝜆"∗ ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝜆"∗𝑔" 𝒙∗ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.

互补松弛条件难以处理，需分情况讨论（回顾发射功率分配问题）

KKT条件：



障碍函数

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数，Slater条件成⽴

min 𝑓 𝒙 + ∑$%!& 𝐼5 𝑔$ 𝒙
s.t.     ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数，Slater条件成⽴

𝑡 > 0控制障碍函数的形状，当𝑡 → ∞时，新问题的最优解趋近于原问题最优解



障碍函数

HY,	2024

min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数，Slater条件成⽴

min 𝑡𝑓 𝒙 − ∑$%!& log −𝑔$ 𝒙
s.t.     𝐀𝒙 = 𝒃,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数

该问题是不是凸优化问题？



障碍函数

HY,	2024

分析新⽬标函数是否是凸函数：𝑡𝑓 𝒙 − ∑$%!& log −𝑔$ 𝒙

分析−log −𝑔$ 𝒙 是否是凸函数：

梯度：− 𝛁.- 𝒙
.- 𝒙

海森矩阵：− !
.- 𝒙

𝛁"𝑔$ 𝒙 + !

.- 𝒙
.𝛁𝑔$ 𝒙 𝛁𝑔$ 𝒙

#

对𝑛×𝑛实对称矩阵𝐀，若对任意向量𝒖 ∈ ℝ/有𝒖0𝐀𝒖 ≥ 0，𝐀为半正定矩阵。

半正定矩阵之和依然是半正定矩阵。

在满⾜𝑔$ 𝒙 ≤ 0的区域，海森矩阵为半正定矩阵



障碍函数
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min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数，Slater条件成⽴

min 𝑡𝑓 𝒙 − ∑$%!& log −𝑔$ 𝒙
s.t.     𝐀𝒙 = 𝒃,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数

该问题是凸优化问题

如何求解？



障碍函数
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min 𝑓 𝒙
s.t. 𝑔$ 𝒙 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

ℎ' 𝒙 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑝,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数， ℎ' 𝒙 是仿射函数，Slater条件成⽴

min 𝑡𝑓 𝒙 − ∑$%!& log −𝑔$ 𝒙
s.t.     𝐀𝒙 = 𝒃,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.
其中，𝑓 𝒙 , 𝑔$ 𝒙 是连续可微凸函数

新问题的KKT条件

𝑡∇𝑓 𝒙∗ −-
"#$

%
𝛁𝑔$ 𝒙∗

𝑔$ 𝒙∗
+-

&#$

'

𝜈&∗𝒂&0 = 𝟎,

𝑔$ 𝒙∗ ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝐀𝒙∗ = 𝒃.

𝒂"是𝐀的第𝑗⾏

可以通过消元将原问题化为⽆约束问题再⽤⽜顿法等，或直接对KKT条件的⽅程组进⾏求解



内点法
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0 确定⼀个初始可⾏解a𝒙，初始参数值𝑡 > 0
1 由a𝒙出发，在当前𝑡取值下，计算𝒙∗ 𝑡

2 将𝒙∗ 𝑡 赋值给a𝒙
3 如果循环结束条件（如𝑡⼤于⼀定阈值）满⾜，则结束；

否则，增加𝑡取值（如令𝑡 ← 𝜇𝑡），返回1

内点法

min 𝑡𝑓 𝒙 − ∑$%!& log −𝑔$ 𝒙
s.t.     𝐀𝒙 = 𝒃,
var.				𝒙 ∈ ℛ(.



Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

算法复杂度、P问题与NP问题与NP难问题

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

无约束凸优化问题、梯度下降法、牛顿法；
线性规划问题、单纯形法、内点法；
有约束凸优化问题、KKT条件、内点法

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

局部搜索、模拟退火、遗传算法、差分进化算法、蚁群算法、粒子
群优化算法、人工蜂群算法

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？

多目标优化问题、NSGA-II算法

最优化问题的类别

HY,	2024
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图⽚取⾃neos-guide.org

最优化问题的类别
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最优化问题的类别



凸优化
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介绍凸优化理论的经典书籍

完整电⼦版 及 Stanford课程幻灯（免费）

web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf

web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxslides.pdf



自然进化策略

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



梯度信息
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有时难以获得梯度信息或梯度不存在

https://flappy-bird.co/flappy-bird-2d-game

https://flappy-bird.co/flappy-bird-2d-game


梯度信息
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建模成⼀个关于控制策略的优化问题

（1）建模控制策略

⼀种选择是定义变量𝒘 = 𝑤!, 𝑤", 𝑤8, 𝑤9

每0.5秒根据当前𝒙的值做决策：

当𝒘#𝒙 ≥ 0时，选择“跳跃”；

当𝒘#𝒙 < 0时，不“跳跃”

（2）建模优化问题

max 𝑓 𝒘
var 𝒘 ∈ ℛ9

𝑥&
𝑥( 𝑥G

𝑥H

飞⾏距离（即存活时长）



梯度信息
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建模成⼀个关于控制策略的优化问题

（1）建模控制策略

⼀种选择是定义变量𝒘 = 𝑤!, 𝑤", 𝑤8, 𝑤9

每0.5秒根据当前𝒙的值做决策：

当𝒘#𝒙 ≥ 0时，选择“跳跃”；

当𝒘#𝒙 < 0时，不“跳跃”

（2）建模优化问题

max 𝑓 𝒘
var 𝒘 ∈ ℛ9

𝑥&
𝑥( 𝑥G

𝑥H

飞⾏距离（即存活时长）

* 设定𝒘后，可通过游戏得𝑓 𝒘 ，但⽆法得到𝛁𝑓 𝒘

* 如果改进控制策略模型，可以得到⽬标函数对变量

𝒘的梯度。参见强化学习中的“策略梯度”



梯度信息
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有时难以获得梯度信息或梯度不存在

神经⽹络及训练过程的优化：

（1）⽹络权重：有梯度信息；

（2）超参数（学习率、丢弃率、⽹络层数、神经元个数）：⽆梯度信息



自然进化策略
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求解最优化问题的主要思路：

（1）有梯度信息→ 利⽤梯度信息（前4周内容）

（2）没有梯度信息→ 估计函数下降⽅向，代替梯度信息（例：⾃然进化策略）

（3）没有梯度信息→ 不借助梯度信息（后4周内容）



自然进化策略
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考虑如下最优化问题（假设⽆约束、变量取连续值）

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

若可以求得𝛁𝑓 𝒙 ，可利⽤梯度下降即𝒙5/! = 𝒙5 − 𝛼5𝛁𝑓 𝒙5 搜索最优解

若⽆法求得𝛁𝑓 𝒙 ，可以估计函数下降⽅向，代替梯度信息



自然进化策略
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把寻找𝒙的过程改为寻找关于𝒙分布的过程：

设𝒙服从概率密度函数𝑝𝜽 𝒙 刻画的分布，𝜽是概率密度函数的参数

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

寻找𝒙 寻找𝒙的分布
（若𝑝𝜽 𝒙 是⾼斯分布）

* 为展⽰⽅便，假设𝑓 𝒙 是凸函数，其实可以是任意函数



自然进化策略
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把寻找𝒙的过程改为寻找关于𝒙分布的过程：

设𝒙服从概率密度函数𝑝𝜽 𝒙 刻画的分布，𝜽是概率密度函数的参数

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

寻找𝒙 寻找𝒙的分布
（若𝑝𝜽 𝒙 是⾼斯分布）



自然进化策略
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把寻找𝒙的过程改为寻找关于𝒙分布的过程：

设𝒙服从概率密度函数𝑝𝜽 𝒙 刻画的分布，𝜽是概率密度函数的参数

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

现在要优化的不是𝒙，⽽是𝑝𝜽 𝒙 的参数𝜽。⽬标函数对𝜽的梯度是可能存在的



自然进化策略
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设𝒙~𝑝𝜽，改写为关于分布参数𝜽的优化问题

min𝜽 𝐽 𝜽 ≜ ?

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(



自然进化策略
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设𝒙~𝑝𝜽，改写为关于分布参数𝜽的优化问题

min𝜽 𝐽 𝜽 ≜ 𝔼𝒙~,𝜽 𝑓 𝒙 = ∫𝑝𝜽 𝒙 𝑓 𝒙 𝑑𝒙

为了利⽤𝜽5/! = 𝜽5 − 𝛼5𝛁𝐽 𝜽5 优化𝜽，如何求𝐽 𝜽 关于𝜽的梯度？

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

* 若 𝑝𝜽 𝒙 取Delta分布，
完全等价于原问题



自然进化策略
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min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

设𝒙~𝑝𝜽，改写为关于分布参数𝜽的优化问题

min𝜽 𝐽 𝜽 ≜ 𝔼𝒙~,𝜽 𝑓 𝒙 = ∫𝑝𝜽 𝒙 𝑓 𝒙 𝑑𝒙

为了利⽤𝜽5/! = 𝜽5 − 𝛼5𝛁𝐽 𝜽5 优化𝜽，如何求𝐽 𝜽 关于𝜽的梯度？

𝛁𝐽 𝜽 = n𝛁𝑝𝜽 𝒙 𝑓 𝒙 𝑑𝒙

因为通常缺少𝑓 𝒙 的表达式，难以直接计算积分



自然进化策略
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设𝒙~𝑝𝜽，改写为关于分布参数𝜽的优化问题

min𝜽 𝐽 𝜽 ≜ 𝔼𝒙~,𝜽 𝑓 𝒙 = ∫𝑝𝜽 𝒙 𝑓 𝒙 𝑑𝒙

为了利⽤𝜽5/! = 𝜽5 − 𝛼5𝛁𝐽 𝜽5 优化𝜽，如何求𝐽 𝜽 关于𝜽的梯度？

𝛁𝐽 𝜽 = n𝛁𝑝𝜽 𝒙 𝑓 𝒙 𝑑𝒙 = n𝛁𝑝𝜽 𝒙
𝑝𝜽 𝒙
𝑝𝜽 𝒙

𝑓 𝒙 𝑑𝒙 = n𝑝𝜽 𝒙 𝛁log 𝑝𝜽 𝒙 𝑓 𝒙 𝑑𝒙

= 𝔼𝒙~,𝜽 𝛁log 𝑝𝜽 𝒙 𝑓 𝒙 ≈ !
<
∑&𝛁log 𝑝𝜽 𝒙& 𝑓 𝒙& ,其中𝒙&根据𝑝𝜽 𝒙 采样

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

核⼼思想：构造成期望的形式，再通过蒙特卡洛⽅法近似



自然进化策略
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min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

0 初始化当前解𝜽*及𝑡 = 0
1  确定步长𝛼5 > 0
2 根据当前分布𝑝𝜽2 𝒙 采样𝑀个𝒙&
3  更新：𝜽5/! = 𝜽5 − 𝛼5 !

<
∑&𝛁log 𝑝𝜽 𝒙& 𝑓 𝒙&

4  若满⾜收敛条件则结束；否则，𝑡 ← 𝑡 + 1且返回1

⾃然进化策略



自然进化策略
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min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

0 初始化当前解𝜽*及𝑡 = 0
1  确定步长𝛼5 > 0
2 根据当前分布𝑝𝜽2 𝒙 采样𝑀个𝒙&
3  更新：𝜽5/! = 𝜽5 − 𝛼5 !

<
∑&𝛁log 𝑝𝜽 𝒙& 𝑓 𝒙&

4  若满⾜收敛条件则结束；否则，𝑡 ← 𝑡 + 1且返回1

⾃然进化策略

例⼦，考虑𝑥 ∈ ℛ及𝑥服从以𝜃为均值、𝜎为标准差（假设取值固定）的⼀维⾼斯分布

𝑝=2 𝑥 =
1
2𝜋𝜎

exp −
1
2
𝑥 − 𝜃5 "

𝜎"

𝑑 log 𝑝=2 𝑥
𝑑𝜃5 =

𝑥 − 𝜃5

𝜎"



自然进化策略
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min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

0 初始化当前解𝜃*及𝑡 = 0，选择𝜎
1  确定步长𝛼5 > 0
2 根据当前分布𝒩 𝜃5 , 𝜎" 采样𝑀个𝑥&

3  更新：𝜃5/! = 𝜃5 − 𝛼5 !
<
∑&

>3?=2

@.
𝑓 𝑥&

4  若满⾜收敛条件则结束；否则，𝑡 ← 𝑡 + 1且返回1

⾃然进化策略

参考 Ashwin Rao <CME241 - Evolutionary Strategies> 幻灯



自然进化策略
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min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ(

0 初始化当前解𝜃*及𝑡 = 0，选择𝜎
1  确定步长𝛼5 > 0
2 根据当前分布𝒩 𝜃5 , 𝜎" 采样𝑀个𝑥&

3  更新：𝜃5/! = 𝜃5 − 𝛼5 !
<
∑&

>3?=2

@.
𝑓 𝑥&

4  若满⾜收敛条件则结束；否则，𝑡 ← 𝑡 + 1且返回1

⾃然进化策略

0 初始化当前解𝜃*及𝑡 = 0，选择𝜎
1  确定步长𝛼5 > 0
2 根据分布𝒩 0,1 采样𝑀个𝜖&
3  更新：𝜃5/! = 𝜃5 − 𝛼5 !

<@
∑& 𝜖&𝑓 𝜃5 + 𝜖&𝜎

4  若满⾜收敛条件则结束；否则，𝑡 ← 𝑡 + 1且返回1

等价写法

不需要𝑓 𝒙 的梯度信息



自然进化策略
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自然进化策略
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本讲小结

有约束凸优化问题、KKT条件、内点法
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自然进化策略



Daniel P. Palomar <ELEC5470/IEDA6100A - Convex Optimization> Slides

Stephen Boyd, Lieven Vandenberghe <Convex Optimization> Book

neos-guide.org <Guide to Optimization>

Ashwin Rao <CME241 - Evolutionary Strategies> Slides

Salimans et al., <Evolution Strategies as a Scalable Alternative to Reinforcement Learning> Paper
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主要参考资料
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