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进化算法之差分进化算法

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

局部搜索、模拟退火、遗传算法、差分进化算法、蚁群算法、粒子
群优化算法、人工蜂群算法、贝叶斯优化

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



基本介绍

差分进化（Differential Evolution，DE）

主要用于解决连续决策变量的问题

HY,	2024



差分进化

图⽚取⾃Li et al., “A novel hybrid differential evolution algorithm with modified CoDE and JADE”
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差分进化

种群初始化

突变

交叉

选择下一代

突变和交叉的顺序和遗传算法相反

图⽚取⾃Li et al., “A novel hybrid differential evolution algorithm with modified CoDE and JADE”
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差分进化

种群初始化

（1）每一代种群中个体数目确定，即𝑁𝑃
（2）每一个解是𝐷维向量，包含𝐷个元素
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差分进化

每一代𝑁𝑃个解分别“进化”
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差分进化

第G代

X1
G →V1

G →U1
G

X2
G →V2

G →U2
G

!

XNP
G →VNP

G →UNP
G

共
𝑁𝑃
个
解

突变 交叉

每一代𝑁𝑃个解分别“进化”

X1
G

X2
G

!

XNP
G

选择

在遗传算法中，繁殖（基因交叉）是以对为单位进行

X1
G+1

X2
G+1

!

XNP
G+1

第G+1代

选择结果

注意以上都是向量表达
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差分进化

target
vector

X1
G →V1

G →U1
G

X2
G →V2

G →U2
G

!

XNP
G →VNP

G →UNP
G

突变 交叉

donor
vector

trial
vector

突变:	
为靶向量(target	vector)确定
捐赠向量(donor	vector)
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差分进化

target
vector

X1
G →V1

G →U1
G

X2
G →V2

G →U2
G

!

XNP
G →VNP

G →UNP
G

突变 交叉

donor
vector

trial
vector

突变:	
为靶向量(target	vector)确定
捐赠向量(donor	vector)
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突变

比如为𝑖 = 1靶向量找捐赠向量

X1
G ,X2G ,X3G ,X4G ,…,XNPG

不能选

选三个不同的向量

𝐹 ∈ [0,2]是自定义的系数 差分进化算法需要𝑁𝑃至少为4
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图⽚取⾃Swagatam Das, P. Suganthan , “Differential Evolution: A Survey of the State-of-the-Art”

突变
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差分进化

target
vector

X1
G →V1

G →U1
G

X2
G →V2

G →U2
G

!

XNP
G →VNP

G →UNP
G

突变 交叉

donor
vector

trial
vector

交叉:	根据靶向量(target	vector)和捐赠向量
(donor	vector)确定试验向量(trial	vector)
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差分进化

靶向量第𝑗个元素

捐赠向量第𝑗个元素试验向量
第j个元素

确定从捐赠向量取值的概率𝐶𝑅以及𝑗
!"#$
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差分进化

靶向量第𝑗个元素

捐赠向量第𝑗个元素试验向量
第j个元素

2.2

3.1

0.4

2.1

0.5

2.1

3.5

4.1

靶
向
量

捐
赠
向
量

2.2

2.1

3.5

4.1

试
验
向
量

比如取𝐶𝑅 = 0.7
𝑗
!"#$

= 2

𝑗
!"#$
的目的是确保至少一个元素取自捐赠向量，

及确保试验向量和靶向量不同
HY,	2024

确定从捐赠向量取值的概率𝐶𝑅以及𝑗
!"#$



差分进化

靶向量第𝑗个元素

捐赠向量第𝑗个元素 捐赠向量

靶向量

图⽚取⾃Swagatam Das, P. Suganthan , “Differential Evolution: A Survey of the State-of-the-Art”
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差分进化

种群初始化

突变

交叉

选择下一代

捐赠向量

试验向量

对比靶向量和试验向量
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Ackley’s	function，用于测试解决非凸优化问题解法性能的函数

内容取⾃Kelly Fleetwood ”An Introduction to Differential Evolution”

例子
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种群规模:10

内容取⾃Kelly Fleetwood ”An Introduction to Differential Evolution”

例子
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选择靶向量

内容取⾃Kelly Fleetwood ”An Introduction to Differential Evolution”

例子

HY,	2024



选择用于构建捐赠向量的三个向量

例子
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构建捐赠向量

例子
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由靶向量、捐赠向量生成试验向量

例子
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在靶向量、试验向量中选择一个进入下一代

例子
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第一代 第二代

例子
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群体智能之蚁群优化算法

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

局部搜索、模拟退火、遗传算法、差分进化算法、蚁群算法、
粒子群优化算法、人工蜂群算法、贝叶斯优化

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



智能优化算法

局部搜索

登山搜索✓

局部束搜索✓

模拟退火算法✓
…

进化算法

遗传算法✓
（二进制/实码）

差分进化算法✓
…

群体智能算法

蚁群算法

粒子群算法

人工蜂群算法
…
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群体智能算法

“群体智能”的两种不同含义

—— swarm intelligence（swarm: 指动物/昆虫的群体）

—— crowd intelligence（crowd: 指人群）

HY,	2024



群体智能算法

“群体智能”的两种不同含义

—— swarm intelligence（swarm: 指动物/昆虫的群体）

通过模拟昆虫、兽群、鸟群、鱼群的群集行为搜索解（智能优化算法）
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群体智能算法

“群体智能”的两种不同含义

—— crowd intelligence（crowd: 指人群）

利用众人参与的形式完成特定任务（众包）
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蚁群优化算法（Ant colony optimization algorithm）

1992年Marco Dorigo在其博士学位论文中首次介绍

Marco Dorigo
的Google Scholar
总引约13万次
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蚁群优化算法

蚂蚁寻食物

https://www.bilibili.com/video/BV1JB4y1P7mk?from
=search&seid=5718585914166882441

蚂蚁模拟 Colony simulation

HY,	2024

https://www.bilibili.com/video/BV1JB4y1P7mk?from=search&seid=5718585914166882441
https://www.bilibili.com/video/BV1JB4y1P7mk?from=search&seid=5718585914166882441


蚂蚁寻食机制

通过分别与环境交互的方式实现间接通信

蚂蚁视力不好，在爬过的地方留下信息素（pheromone）

通过信息素实现间接通信

某路径信息素浓度越高，后续蚂蚁选择该路径概率越大

HY,	2024



双桥实验

分析信息素对蚂蚁路径选择的影响

实验假设：

（1）所有蚂蚁爬行速度一样；（2）所有蚂蚁释放等量的信息素；

（3）蚂蚁在往返同一路径时释放的信息素没有差别

HY,	2024



双桥实验

设置1

内容取⾃Jeff Lettman “An Introduction to Ant colony optimization”
HY,	2024



双桥实验

实际实验结果

内容取⾃Jeff Lettman “An Introduction to Ant colony optimization”
HY,	2024



双桥实验

设置2

内容取⾃Jeff Lettman “An Introduction to Ant colony optimization”
HY,	2024



双桥实验

实际实验结果

内容取⾃Jeff Lettman “An Introduction to Ant colony optimization”
HY,	2024



双桥实验

设置3

内容取⾃Jeff Lettman “An Introduction to Ant colony optimization”
HY,	2024



双桥实验

实际实验结果

内容取⾃Jeff Lettman “An Introduction to Ant colony optimization”
HY,	2024



蚁群系统

蚁群系统（ant system）是第一个蚁群优化算法，被用于解决旅行商问题

图⽚取⾃Joy Dutta课件“Ant colony optimization”
HY,	2024



蚁群系统

A

B
C

D

图⽚取⾃Joy Dutta课件“Ant colony optimization”
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蚁群系统

A

B
C

D
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蚁群系统

A

B
C

D

每只蚂蚁每次如何选择下一个城市？
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蚁群系统
A

B
C

D

每只蚂蚁每次如何选择下一个城市？

å ×

×
=

c

k
crHcrT

srHsrTsrp

  cities unvisited

),(),(

),(),(),(
b

b

k:	第k只蚂蚁
r:现在城市；s和c:可能选择的城市
T(r,	s):	信息素浓度
H(r,	s):	距离倒数;	β:	控制参数
有的版本会对T(r,	s)的指数位置加控制参数
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蚁群系统
A

B
C

D

信息素浓度如何更新？

å
=

+×
m

k
k srAsrT

1

),(),(rT r ,s( )←

ρ:	衰减系数
m:	蚂蚁总数
Ak(r,	s):	如果蚂蚁k没走过rs，值为0

如果蚂蚁k走过rs，值为其总路程的倒数
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蚁群系统

å ×

×
=

c

k
crHcrT

srHsrTsrp

  cities unvisited

),(),(

),(),(),(
b

b

å
=

+×
m

k
k srAsrT

1

),(),(rT r ,s( )←

注意每次都是重新随机放置蚂蚁（相当于之前的蚂蚁死掉了）

与遗传算法、差分进化算法不同

HY,	2024



蚁群系统

每次迭代:	随机放置m只蚂蚁

A

B
C

D

A

B
C

D

A

B
C

D

HY,	2024



蚁群系统

每次迭代:	随机放置m只蚂蚁

A

B
C

D

A

B
C

D

A

B
C

D

每只蚂蚁每次如何选择下一个城市？

å ×

×
=

c

k
crHcrT

srHsrTsrp

  cities unvisited

),(),(

),(),(),(
b

b
k:	第k只蚂蚁
r:现在城市；s和c:可能选择的城市
T(r,	s):	信息素浓度
H(r,	s):	距离倒数;	β:	控制参数
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蚁群系统

A

B
C

D

A

B
C

D

A

B
C

D

根据各蚂蚁走过路径的总长更新相应各边的信息素浓度

思想:	路径总长越短，路径包含各边新增的信息素浓度越高

HY,	2024



蚁群系统

A

B
C

D

A

B
C

D

A

B
C

D

å
=

+×
m

k
k srAsrT

1

),(),(rT r ,s( )←
ρ:	衰减系数
m:	蚂蚁总数
Ak(r,	s):	如果蚂蚁k没走过rs，值为0

如果蚂蚁k走过rs，值为总路程倒数
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蚁群系统

A

B
C

D

A

B
C

D

A

B
C

D

比如计算T(D,	B):	

å
=

+×
m

k
k srAsrT

1

),(),(rT r ,s( )← T D,B( )← ρT D,B( )+ 1
lenth1

+ 1
lenth3
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蚁群优化

✓

✓

HY,	2024



基于排序的蚁群系统

蚁群系统（ant system）

å ×

×
=

c

k
crHcrT

srHsrTsrp

  cities unvisited

),(),(

),(),(),(
b

b

å
=

+×
m

k
k srAsrT

1

),(),(rT r ,s( )←

随机生成新解 更新信息素浓度

基于排序的蚁群系统（rank-based	ant system）

思想:	改进更新信息素浓度方法

对蚂蚁排序，加强排序在前的蚂蚁对信息素浓度的影响

所有m只蚂蚁都对此项贡献

对所有蚂蚁根据路径总长由短到长排序，只允许前面若干蚂蚁对此项贡献

HY,	2024



基于排序的蚁群系统

蚁群系统（ant system） å
=

+×
m

k
k srAsrT

1

),(),(rT r ,s( )←

基于排序的蚁群系统（rank-based	ant system）

T r ,s( )← ρT r ,s( )+ w−R( )AR r ,s( )
R=1

w−1

∑ +wAbest r ,s( )

所有m只蚂蚁都对此项贡献

w只蚂蚁:	(1)	w-1只当前迭代回合所有m只蚂蚁中排前面的w-1只

(2)	历史上所有尝试过的蚂蚁中最佳的蚂蚁

HY,	2024



0-1背包问题

HY,	2024

如何⽤类似思路求解0-1背包问题？

改为选择下⼀个
装包物品



0-1背包问题

HY,	2024

𝑉!:背包剩余空间 𝑁":剩余可放⼊背包物品集合

伪码取⾃Krzysztof Schiff, “Ant colony optimization algorithm for the 0-1 knapsack problem”



0-1背包问题

HY,	2024

𝑉!:背包剩余空间 𝑁":剩余可放⼊背包物品集合

信息素浓度 物品本⾝特征

如何更新信息素浓度？如何定义物品特征𝜇#？



0-1背包问题

HY,	2024

𝑉!:背包剩余空间 𝑁":剩余可放⼊背包物品集合

信息素浓度 物品本⾝特征

特征𝜇#可以取
$!
%!



0-1背包问题

HY,	2024

𝑉!:背包剩余空间 𝑁":剩余可放⼊背包物品集合

信息素浓度 物品本⾝特征

∆𝜏#可以取K
0, 若当前迭代回合最佳⽅案不含物品j,
&

&'"#$%&'""#$%&

, 若当前迭代回合最佳⽅案含物品j.



0-1背包问题

HY,	2024

n=100, C=1000 代码结果⽰例：



群体智能之粒子群优化

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

局部搜索、模拟退火、遗传算法、差分进化算法、蚁群算法、
粒子群优化算法、人工蜂群算法、贝叶斯优化

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



粒子群优化

粒子群优化（Particle Swarm Optimization）

受鸟群、鱼群的群体活动启发而设计

HY,	2024



粒子群优化

International Conference on Neural Networks

思想：将个体经验和群体经验结合

HY,	2024



主要思想 二维连续空间找到“食物最多”的地点

HY,	2024



主要思想 如何确定每只鸟当前的“速度”？

即下一时刻位置与当前时刻位置的差值（即一个向量）

HY,	2024



主要思想

考虑三方面的因素：

（1）上一时刻“速度”

HY,	2024



主要思想

考虑三方面的因素：

（1）上一时刻“速度”
（2）该只鸟在历史中找到的最佳取食点的方向

HY,	2024



主要思想

考虑三方面的因素：

（1）上一时刻“速度”
（2）该只鸟在历史中找到的最佳取食点的方向
（3）所有鸟在历史中找到的最佳取食点的方向
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主要思想

考虑三方面的因素：

（1）上一时刻“速度”
（2）该只鸟在历史中找到的最佳取食点的方向
（3）所有鸟在历史中找到的最佳取食点的方向

下一时刻“速度”
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主要思想

考虑三方面的因素：

（1）上一时刻“速度”
（2）该只鸟在历史中找到的最佳取食点的方向
（3）所有鸟在历史中找到的最佳取食点的方向

下一时刻“速度”

HY,	2024



主要思想 所有鸟分别根据三因素计算当前“速度”

根据“速度”移动到下一位置

HY,	2024



主要思想

gbest
pbest

gbest: 所有鸟在历史中找到的最佳取食点
“g” – group

pbest: 该只鸟在历史中找到的最佳取食点
“p” – particle (粒子)

v

p

p: 该只鸟当前位置

v: 该只鸟上一时刻速度

HY,	2024



主要思想

gbest
pbest

v

p

下一时刻速度计算方法：

v← w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p)

gbest: 所有鸟在历史中找到的最佳取食点
“g” – group

pbest: 该只鸟在历史中找到的最佳取食点
“p” – particle (粒子)

p: 该只鸟当前位置

v: 该只鸟上一时刻速度

HY,	2024



粒子群优化

[x*] = PSO()

P = Particle_Initialization();

For i=1 to it_max

For each particle p in P do

fp = f(p); 

If fp is better than f(pBest) 

pBest = p;

end

end

gBest = best pBest in P;

For each particle p in P do

v = w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p);

p = p + v; 

end

end

确定迭代次数

对每只鸟更新pBest

根据已更新的pBest，更新gBest

对每只鸟，更新速度

根据速度，更新位置

最后输出是gBest

HY,	2024



粒子群优化

1. Inertia 2. Personal Influence 3. Social Influence

思考:	三部分中哪些对应exploration、哪些对应exploitation？

HY,	2024

下一时刻速度计算方法：

v← w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p)



例子

例⼦及求解过程修改⾃Prakash Kotecha (IIT Guwahati) 课程 Computer Aided Applied Single Objective Optimization
HY,	2024

考虑最优化问题

第⼀步 确定超参数（种群⼤⼩、惯性系数、速度计算系数、迭代回合数）

第⼆步 在可⾏域内随机⽣成初代种群，计算解的质量



例子

HY,	2024

第三步 随机⽣成速度向量

第四步 确定当前的pBest和gBest



例子

HY,	2024

第五步 随机⽣成r1和r2

第六步 根据公式计算新的速度向量

第七步 得到该粒⼦的新的位置

针对第一个粒子



例子

HY,	2024

第⼋步 确保粒⼦的新位置在可⾏域内

第九步 为修改后的新解计算它的质量

第⼗步 更新种群

第⼗⼀步 判断是否更新pBest,1和gBest

针对第一个粒子



例子

HY,	2024

完成第一次迭代



粒子群算法可视化

https://www.bilibili.com/video/BV1Lf4y1v7pt?from=
search&seid=12959864526843471690

例子

HY,	2024

https://www.bilibili.com/video/BV1Lf4y1v7pt?from=search&seid=12959864526843471690


粒子群优化

• 优势
• 易于实施

• 易于并⾏运⾏

• 算法参数少

• 全局搜索性能好

• 劣势
• 易于提早收敛到次优解

• 在局部精确搜索能⼒差 （可以将PSO与local search结合）

HY,	2024
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投资组合优化

如何对不同资产进⾏投资，从⽽最⼤化收益的期望、最⼩化风险（⽅差）

投资策略记为𝒘 = 𝑤&, 𝑤(, … , 𝑤) *

该问题是有约束的凸优化问题



HY,	2024

投资组合优化

如何对不同资产进⾏投资，从⽽最⼤化收益的期望、最⼩化风险（⽅差）

投资策略记为𝒘 = 𝑤&, 𝑤(, … , 𝑤) *

存在其它建模形式
maximize

𝒘!𝝁 − 𝑅"
𝒘!𝚺𝒘

给定参数



HY,	2024

8组资产，PSO算法代码结果⽰例：

投资组合优化

[x*] = PSO()
P = Particle_Initialization();
For i=1 to it_max

For each particle p in P do
fp = f(p); 
If fp is better than f(pBest) 
pBest = p;

end
end
gBest = best pBest in P;
For each particle p in P do

v = w*v + c1*rand*(pBest – p) 
+ c2*rand*(gBest – p);

p = p + v; 
end

end



变式之一：由gBest改成lBest

[x*] = PSO()

P = Particle_Initialization();

For i=1 to it_max

For each particle p in P do

fp = f(p); 

If fp is better than f(pBest) 

pBest = p;

end

end

gBest = best pBest in P;

For each particle p in P do

v = w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p);

p = p + v; 

end

end

把gBest替换成每个particle独有的lbest

HY,	2024



把gBest替换成每个particle独有的lbest

gbest
pbest

v

p

变式之一：由gBest改成lBest

HY,	2024



把gBest替换成每个particle独有的lbest

gbest
pbest

v

p

neighbour的定义：根据
解空间远近或者人为定义联系

变式之一：由gBest改成lBest

HY,	2024



变式之二：离散变量

[x*] = PSO()

P = Particle_Initialization();

For i=1 to it_max

For each particle p in P do

fp = f(p); 

If fp is better than f(pBest) 

pBest = p;

end

end

gBest = best pBest in P;

For each particle p in P do

v = w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p);

p = p + v; 

end

end

比如求解旅行商问题，

如何定义粒子？

哪些步骤需要调整？

HY,	2024



变式之二：离散变量

需要重新定义 +、*、 –等运算

HY,	2024

v← w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p)



需要重新定义 +、*、 –等运算

重新定义的加法运算:粒子位置加速度

HY,	2024

v← w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p)

变式之二：离散变量



需要重新定义 +、*、 –等运算

重新定义的加法运算:速度加速度

HY,	2024

v← w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p)

变式之二：离散变量



需要重新定义 +、*、 –等运算

重新定义的减法运算:位置减位置

HY,	2024

v← w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p)

变式之二：离散变量



需要重新定义 +、*、 –等运算

重新定义的减法运算:位置减位置

1 2 3 4 5 1 3 5 1 4 2 3

p pBest

3 4 5 1 2 3

3 5 4 1 2 3

3 5 1 4 2 3

故pBest-p为((4,	5),	(4,	1))

HY,	2024

v← w*v + c1*rand*(pBest – p) + c2*rand*(gBest – p)

变式之二：离散变量



贝叶斯优化

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

局部搜索、模拟退火、遗传算法、差分进化算法、蚁群算法、
粒子群优化算法、人工蜂群算法、贝叶斯优化

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



黑盒优化

HY,	2024

⾃然进化策略、局部搜索、进化算法、群体智能算法等都属于⿊盒优化，

⽆需𝑓 S 梯度信息，仅需测试不同输⼊𝒙下𝑓 𝒙 的值

𝒙

𝑓 𝒙

额外限制：只能测试有限个（⽐如⼏⼗到⼏百个）输⼊𝒙下𝑓 𝒙 的值

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ+



黑盒优化

HY,	2024

获得𝑓 𝒙 的过程可能耗时长、开销⼤：

q 神经⽹络的超参数（学习率、丢弃率等）优化

q ⼤规模⼈群实验的优化

q ⼤规模计算仿真/物理/化学等实验的优化



贝叶斯优化

HY,	2024

贝叶斯优化是⽬前最常⽤的求解此类问题

的⽅法，⼀般对𝑛 ≤ 20的情况尤其适⽤

min 𝑓 𝒙
var 𝒙 ∈ ℛ+



贝叶斯优化

HY,	2024

贝叶斯优化是⽬前最常⽤的求解此类问题

的⽅法，⼀般对𝑛 ≤ 20的情况尤其适⽤

贝叶斯定理



贝叶斯优化

HY,	2024

图⽰取⾃Javier Gonzalez <Introduction to Bayesian Optimization> Slides

考虑变量是⼀维的例⼦，已知四个不同𝑥的𝑓 𝑥 值，猜测最优解𝑥∗在哪⾥？

𝑥

𝑓 𝑥



贝叶斯优化

HY,	2024

𝑥

𝑓 𝑥
𝑓 𝑥 可能的形状

在该𝑓 𝑥 形状下，𝑥∗ = 0.4



贝叶斯优化

HY,	2024

𝑥

𝑓 𝑥
𝑓 𝑥 可能的形状

在以上三种𝑓 𝑥 形状下， 𝑥∗分别取0.39,0.4,0.4



贝叶斯优化

HY,	2024

𝑥

𝑓 𝑥
𝑓 𝑥 可能的形状

下图显⽰𝑥∗的频率分布



贝叶斯优化

HY,	2024

𝑥

𝑓 𝑥
𝑓 𝑥 可能的形状

下图显⽰𝑥∗的频率分布



贝叶斯优化

HY,	2024

𝑥

𝑓 𝑥

𝑓 𝑥 可能的形状，都需要受到四个已知𝑓 𝑥 取值的约束

下图显⽰𝑥∗的频率分布



贝叶斯优化

HY,	2024

𝑥

𝑓 𝑥 有⽆数种可能的形状。如果考虑完𝑓 𝑥 的所有可能，可以得到𝑥∗的概率分布



贝叶斯优化

HY,	2024

𝑥

𝑓 𝑥 有⽆数种可能的形状。如果考虑完𝑓 𝑥 的所有可能，可以得到𝑥∗的概率分布

如果可以刻画在给定四个 𝑥 下 𝑓 𝑥 函数形状的分布，
就能计算此时𝑥∗的概率分布



高斯过程

HY,	2024

如何刻画𝑓 𝒙 函数形状的分布？其中𝒙 ∈ ℛ+

假设，对任意𝐾个解𝒙&, 𝒙(, … , 𝒙-，函数相应的𝐾个取值服从𝐾维⾼斯分布：

其中，𝜇 S 和𝑘 S,S 是假设指定的函数

𝑓 𝒙&
𝑓 𝒙(…
𝑓 𝒙-

~𝒩
𝜇 𝒙&
𝜇 𝒙(…
𝜇 𝒙-

，

𝑘 𝒙&, 𝒙& 𝑘 𝒙&, 𝒙(
𝑘 𝒙(, 𝒙& 𝑘 𝒙(, 𝒙(

… 𝑘 𝒙&, 𝒙-
… 𝑘 𝒙(, 𝒙-… …

𝑘 𝒙- , 𝒙& 𝑘 𝒙- , 𝒙(
… …
… 𝑘 𝒙- , 𝒙-

𝐾×1列向量 𝐾×1列向量 𝐾×𝐾矩阵
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高斯过程

HY,	2024

例如：𝐾 = 2, 𝜇 𝒙 = 0, 𝑘 𝒙&, 𝒙( = exp − 𝒙& − 𝒙( (
(

𝑓 𝒙&
𝑓 𝒙(

~𝒩 0
0 ，

1 exp − 𝒙& − 𝒙( (
(

exp − 𝒙& − 𝒙( (
( 1

若 𝒙& − 𝒙( (
( = 0.1，𝒙&与𝒙(距离近，𝑓 𝒙& 与𝑓 𝒙( 正相关性强
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高斯过程

HY,	2024

例如：𝐾 = 2, 𝜇 𝒙 = 0, 𝑘 𝒙&, 𝒙( = exp − 𝒙& − 𝒙( (
(

𝑓 𝒙&
𝑓 𝒙(

~𝒩 0
0 ，

1 exp − 𝒙& − 𝒙( (
(

exp − 𝒙& − 𝒙( (
( 1

若 𝒙& − 𝒙( (
( = 10，𝒙&与𝒙(距离远，𝑓 𝒙& 与𝑓 𝒙( 相关性弱
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高斯过程

HY,	2024

如何刻画𝑓 𝒙 函数形状的分布？其中𝒙 ∈ ℛ+

假设，对任意𝐾个解𝒙&, 𝒙(, … , 𝒙-，函数相应的𝐾个取值服从𝐾维⾼斯分布：

其中，𝜇 S 和𝑘 S,S 是假设指定的函数

𝑓 𝒙&
𝑓 𝒙(…
𝑓 𝒙-

~𝒩
𝜇 𝒙&
𝜇 𝒙(…
𝜇 𝒙-

，

𝑘 𝒙&, 𝒙& 𝑘 𝒙&, 𝒙(
𝑘 𝒙(, 𝒙& 𝑘 𝒙(, 𝒙(

… 𝑘 𝒙&, 𝒙-
… 𝑘 𝒙(, 𝒙-… …

𝑘 𝒙- , 𝒙& 𝑘 𝒙- , 𝒙(
… …
… 𝑘 𝒙- , 𝒙-

𝐾×1列向量 𝐾×1列向量 𝐾×𝐾矩阵

若已知四个不同𝒙的𝑓 𝒙 值，如何利⽤以上假设分析最优解𝒙∗ 的位置？



高斯过程

HY,	2024

根据假设，已知𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ ，那么对任意𝑓 𝒙 有：

𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ , 𝑓 𝒙 服从5维⾼斯分布：

𝑓 𝒙&
𝑓 𝒙(
𝑓 𝒙.
𝑓 𝒙/
𝑓 𝒙

~𝒩

𝜇 𝒙&
𝜇 𝒙(
𝜇 𝒙.
𝜇 𝒙/
𝜇 𝒙

，

𝑘 𝒙&, 𝒙& 𝑘 𝒙&, 𝒙(
𝑘 𝒙(, 𝒙& 𝑘 𝒙(, 𝒙(

𝑘 𝒙&, 𝒙. 𝑘 𝒙&, 𝒙/ 𝑘 𝒙&, 𝒙
𝑘 𝒙(, 𝒙. 𝑘 𝒙(, 𝒙/ 𝑘 𝒙(, 𝒙

𝑘 𝒙., 𝒙&
𝑘 𝒙/, 𝒙&

𝑘 𝒙., 𝒙(
𝑘 𝒙/, 𝒙(

𝑘 𝒙, 𝒙& 𝑘 𝒙, 𝒙(

𝑘 𝒙., 𝒙. 𝑘 𝒙., 𝒙/
𝑘 𝒙/, 𝒙. 𝑘 𝒙/, 𝒙/

𝑘 𝒙., 𝒙
𝑘 𝒙/, 𝒙

𝑘 𝒙, 𝒙. 𝑘 𝒙, 𝒙/ 𝑘 𝒙, 𝒙

5×1列向量 5×1列向量 5×5矩阵



高斯过程
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根据假设，已知𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ ，那么对任意𝑓 𝒙 有：

𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ , 𝑓 𝒙 服从5维⾼斯分布：

𝑓 𝒙&
𝑓 𝒙(
𝑓 𝒙.
𝑓 𝒙/
𝑓 𝒙

~𝒩

𝜇 𝒙&
𝜇 𝒙(
𝜇 𝒙.
𝜇 𝒙/
𝜇 𝒙

，

𝑘 𝒙&, 𝒙& 𝑘 𝒙&, 𝒙(
𝑘 𝒙(, 𝒙& 𝑘 𝒙(, 𝒙(

𝑘 𝒙&, 𝒙. 𝑘 𝒙&, 𝒙/ 𝑘 𝒙&, 𝒙
𝑘 𝒙(, 𝒙. 𝑘 𝒙(, 𝒙/ 𝑘 𝒙(, 𝒙

𝑘 𝒙., 𝒙&
𝑘 𝒙/, 𝒙&

𝑘 𝒙., 𝒙(
𝑘 𝒙/, 𝒙(

𝑘 𝒙, 𝒙& 𝑘 𝒙, 𝒙(

𝑘 𝒙., 𝒙. 𝑘 𝒙., 𝒙/
𝑘 𝒙/, 𝒙. 𝑘 𝒙/, 𝒙/

𝑘 𝒙., 𝒙
𝑘 𝒙/, 𝒙

𝑘 𝒙, 𝒙. 𝑘 𝒙, 𝒙/ 𝑘 𝒙, 𝒙

5×1列向量 5×1列向量 5×5矩阵

利⽤贝叶斯定理 可以分析𝑓 𝒙 的概率分布



高斯过程
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根据假设，已知𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ ，那么对任意𝑓 𝒙 有：

𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ , 𝑓 𝒙 服从5维⾼斯分布：

𝑓 𝒙&
𝑓 𝒙(
𝑓 𝒙.
𝑓 𝒙/
𝑓 𝒙

~𝒩

𝜇 𝒙&
𝜇 𝒙(
𝜇 𝒙.
𝜇 𝒙/
𝜇 𝒙

，

𝑘 𝒙&, 𝒙& 𝑘 𝒙&, 𝒙(
𝑘 𝒙(, 𝒙& 𝑘 𝒙(, 𝒙(

𝑘 𝒙&, 𝒙. 𝑘 𝒙&, 𝒙/ 𝑘 𝒙&, 𝒙
𝑘 𝒙(, 𝒙. 𝑘 𝒙(, 𝒙/ 𝑘 𝒙(, 𝒙

𝑘 𝒙., 𝒙&
𝑘 𝒙/, 𝒙&

𝑘 𝒙., 𝒙(
𝑘 𝒙/, 𝒙(

𝑘 𝒙, 𝒙& 𝑘 𝒙, 𝒙(

𝑘 𝒙., 𝒙. 𝑘 𝒙., 𝒙/
𝑘 𝒙/, 𝒙. 𝑘 𝒙/, 𝒙/

𝑘 𝒙., 𝒙
𝑘 𝒙/, 𝒙

𝑘 𝒙, 𝒙. 𝑘 𝒙, 𝒙/ 𝑘 𝒙, 𝒙

5×1列向量 5×1列向量 5×5矩阵

结论：此时𝑓 𝒙 服从1维⾼斯分布，均值记为 e𝜇 𝒙 、标准差记为 e𝜎 𝒙 （具体形式推导略）

Pr 𝑓 𝒙 |𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ =
Pr 𝑓 𝒙 , 𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/
Pr 𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/



贝叶斯优化

HY,	2024

已知𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ ，那么此时𝑓 𝒙 服从1维⾼斯分布

（均值 e𝜇 𝒙 和标准差 e𝜎 𝒙 是根据𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ 计算⽽得）



贝叶斯优化

HY,	2024

已知𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ ，那么此时𝑓 𝒙 服从1维⾼斯分布

（均值 e𝜇 𝒙 和标准差 e𝜎 𝒙 是根据𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ 计算⽽得）

根据⽬前信息猜测
的最优解𝒙∗的位置



贝叶斯优化
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已知𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ ，那么此时𝑓 𝒙 服从1维⾼斯分布

（均值 e𝜇 𝒙 和标准差 e𝜎 𝒙 是根据𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ 计算⽽得）

如果共有5次测试机会，下⼀步应该选哪个点测试？

应该尽量获得更多关于最优解𝒙∗的信息



贝叶斯优化
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已知𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ ，那么此时𝑓 𝒙 服从1维⾼斯分布

（均值 e𝜇 𝒙 和标准差 e𝜎 𝒙 是根据𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ 计算⽽得）

选择令−e𝜇 𝒙 + e𝜎 𝒙 最⼤的点

兼顾exploitation

与exploration

（标准不唯⼀）



贝叶斯优化
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已知𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ ，那么此时𝑓 𝒙 服从1维⾼斯分布

（均值 e𝜇 𝒙 和标准差 e𝜎 𝒙 是根据𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , 𝑓 𝒙. , 𝑓 𝒙/ 计算⽽得）

根据⽬前信息确定的
下⼀个测试点的位置

选择令−e𝜇 𝒙 + e𝜎 𝒙 最⼤的点

兼顾exploitation

与exploration

（标准不唯⼀）



贝叶斯优化
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0 确定函数𝜇 S 和𝑘 S,S ⽤于描述⾼斯过程
1 随机选择𝑚0个解𝒙作为初始测试解，得到相应𝑚0个𝑓 𝒙 函数值
2  令𝑚 ← 𝑚0

3  利⽤⽬前𝑚个解的函数值𝑓 𝒙& , … , 𝑓 𝒙1 更新𝑓 𝒙 的⾼斯分布，得到 e𝜇 𝒙 与 e𝜎 𝒙
4 根据选择标准，选择下⼀个测试解𝒙1'&
5 获得𝑓 𝒙1'&
6 若算法终⽌条件不满⾜，𝑚 ← 𝑚 + 1并返回3；否则，输出最终解

贝叶斯优化（求解最⼩化问题）

常⽤⾼斯过程模型：𝜇 𝒙 = 0, 𝑘 𝒙&, 𝒙( = exp − 𝒙& − 𝒙( (
(

常⽤下⼀个测试解的选择标准：选择令−e𝜇 𝒙 + e𝜎 𝒙 最⼤的解

常⽤最终解的选择标准：选择已经测试的𝑚 + 1个解中最好的解



贝叶斯优化
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另⼀种下⼀个测
试解的选择标准

⽬标最⼩化𝑓 𝑥

随机选择第⼀个解

绿⾊曲线：真实的函数（不可见）

⿊灰⾊带：解空间中各解函数值的⾼斯分布的均值、标准差

浅绿⾊直线：当前已搜索解中函数值的最⼩值



贝叶斯优化
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绿⾊曲线：真实的函数（不可见）

⿊灰⾊带：解空间中各解函数值的⾼斯分布的均值、标准差

浅绿⾊直线：当前已搜索解中函数值的最⼩值



贝叶斯优化
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绿⾊曲线：真实的函数（不可见）

⿊灰⾊带：解空间中各解函数值的⾼斯分布的均值、标准差

浅绿⾊直线：当前已搜索解中函数值的最⼩值



贝叶斯优化
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绿⾊曲线：真实的函数（不可见）

⿊灰⾊带：解空间中各解函数值的⾼斯分布的均值、标准差

浅绿⾊直线：当前已搜索解中函数值的最⼩值



贝叶斯优化
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绿⾊曲线：真实的函数（不可见）

⿊灰⾊带：解空间中各解函数值的⾼斯分布的均值、标准差

浅绿⾊直线：当前已搜索解中函数值的最⼩值



贝叶斯优化
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绿⾊曲线：真实的函数（不可见）

⿊灰⾊带：解空间中各解函数值的⾼斯分布的均值、标准差

浅绿⾊直线：当前已搜索解中函数值的最⼩值



贝叶斯优化
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绿⾊曲线：真实的函数（不可见）

⿊灰⾊带：解空间中各解函数值的⾼斯分布的均值、标准差

浅绿⾊直线：当前已搜索解中函数值的最⼩值



贝叶斯优化
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绿⾊曲线：真实的函数（不可见）

⿊灰⾊带：解空间中各解函数值的⾼斯分布的均值、标准差

浅绿⾊直线：当前已搜索解中函数值的最⼩值



贝叶斯优化
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当采样点𝒙&, 𝒙(, …很多时，计算𝑓 𝒙 的后验概率的 e𝜇 𝒙 与 e𝜎 𝒙 的难度加⼤

（如涉及⾼阶矩阵求逆运算）

思考：如果不⽤⾼斯过程对𝑓 𝒙 的形状建模，可否改⽤其它模型刻画？

（如⽤线性回归拟合𝑓 𝒙& , 𝑓 𝒙( , …）如何改进从⽽实现对𝑓 𝒙 的刻画？



贝叶斯优化
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A Visual Exploration of Gaussian Processes

https://distill.pub/2019/visual-exploration-gaussian-processes/

后验概率计算结果

可以尝试不同𝑘 𝒙&, 𝒙( 函数

https://distill.pub/2019/visual-exploration-gaussian-processes/


本讲小结

群体智能之蚁群优化算法

群体智能之粒子群优化算法

HY,	2024

进化算法之差分进化算法

贝叶斯优化



Li et al. <A novel hybrid differential evolution algorithm with modified CoDE and JADE> Paper

S. Das and P. Suganthan <Differential Evolution: A Survey of the State-of-the-Art> Paper

Kelly Fleetwood <An Introduction to Differential Evolution> Slides

B站UP主 FancyZerOkami <蚂蚁模拟 Colony simulation> Video

Jeff Lettman <An Introduction to Ant colony optimization> Video

Joy Dutta <Ant colony optimization> Slides

C. Blum <Ant colony optimization: Introduction and recent trends> Paper

Krzysztof Schiff <Ant colony optimization algorithm for the 0-1 knapsack problem> Paper

Prakash Kotecha (IIT Guwahati) <Computer Aided Applied Single Objective Optimization> Slides

B站UP主 幼鹰me <粒⼦群算法可视化> Video

Nasser M. <Swarm Intelligence> Slides

Prakash Kotecha (IIT Guwahati) <Computer Aided Applied Single Objective Optimization> Slides

Javier Gonzalez (Lancaster University) <Introduction to Bayesian Optimization> Slides

Peter I. Frazier <A Tutorial on Bayesian Optimization> Paper

Jochen Görtler et al. <A Visual Exploration of Gaussian Processes> Webpage
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主要参考资料



谢谢！

HY,	2024



参考内容

群体智能之人工蜂群算法

Part1如何从复杂度的角度衡量算法好坏？

Part2针对一些有特定形式的最优化问题，如何找到最优解？

局部搜索、模拟退火、遗传算法、差分进化算法、蚁群算法、
粒子群优化算法、人工蜂群算法、贝叶斯优化

Part3针对较复杂的最优化问题（如NP难问题），如何找到较好解？

Part4针对较复杂的多目标最优化问题，如何找到较好解？



人工蜂群算法

人工蜂群（Artificial Bee Colony，ABC）
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人工蜂群算法

模拟蜜蜂采蜜过程

第一种蜂:	雇佣蜂 (employed	bee)
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人工蜂群算法

模拟蜜蜂采蜜过程

第二种蜂:	观望蜂 (onlooker bee)
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人工蜂群算法

模拟蜜蜂采蜜过程

第三种蜂:	侦察蜂 (scout bee)

HY,	2024



人工蜂群算法

雇佣蜂

雇佣蜂传递信息

观望蜂

侦察蜂
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人工蜂群算法

雇佣蜂
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人工蜂群算法

雇佣蜂

vij =
xij + rand ⋅ xij − xkj( ) , j = jrand ,

xij , j ≠ jrand.

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
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人工蜂群算法

雇佣蜂

雇佣蜂传递信息

观望蜂

侦察蜂
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人工蜂群算法

雇佣蜂传递信息

Pi =
fi

fk
k=1

SN

∑
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人工蜂群算法

雇佣蜂

雇佣蜂传递信息

观望蜂

侦察蜂
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人工蜂群算法

观望蜂

Pi =
fi

fk
k=1

SN

∑
vij =

xij + rand ⋅ xij − xkj( ) , j = jrand ,
xij , j ≠ jrand.

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

对于最大化问题，直接根据每个解的目标函数值，按比例计算概率

对于最小化问题，需要先根据目标函数值进行变换，然后再计算概率（见后面例子）
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人工蜂群算法

雇佣蜂

雇佣蜂传递信息

观望蜂

侦察蜂
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人工蜂群算法

侦察蜂

如果某一个解经过多轮一直没有改进，则随机产生新解将其代替

该过程可能把质量高的解替换掉
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人工蜂群算法

雇佣蜂

雇佣蜂传递信息

观望蜂

侦察蜂
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